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B֤ MĎN DUY֒T 
Chֳ nhi֓m B֥ m¹n 

 
 

BÀI GIӵNG CHI TIԑT 
(Dùng cho   75  tiԒt giӶng) 

H֙c phӺn:  GIӵI TĉCH II 
Nhóm môn h֙c: GiӶi t²ch 
B֥ m¹n: To§n 
Khoa: Công ngh֓ Th¹ng tin 

Thay mԊt nh·m  
môn h֙c 

 

ņ֗a ĽiԜm làm vi֓ c:  B֥ M¹n To§n, P1906, Nhà S1 (GӺn ĽҼ֩ng HQ Vi֓t) 
ņi֓n thoӴi, email:  069 515 330,   bomontoan_hvktqs@yahoo.com 

 
Bài giӶng 1: Hàm s֝ nhiԚu biԒn s֝  

ChҼҺng, mֱc: 1  
TiԒt thֵ: 1- 5      TuӺn thֵ: 1   
Mλc Ľ²ch, yêu cͭu:     
¶ NԂm sҺ lҼ֯c vԚ H֙c phӺn, c§c quy Ľ֗nh chung, c§c ch²nh s§ch cֳa gi§o 

vi°n, c§c Ľ֗a ch֕ và thông tin cӺn thiԒt, bӺu l֧p trҼ֫ng H֙c phӺn.  

¶  NԂm ĽҼ֯c c§c khái ni֓m cŁn bӶn vԚ c§c loӴi tԀp m֫, Ľ·ng, miԚn trong 
ny . M֥t s֝ kԒt quӶ cŁn bӶn vԚ gi֧i hӴn, liên tֱc cֳa hàm nhԚu biԒn, 

tҼҺng Ľ֟ng v֧i nhֻng kh§i ni֓m này ֫ hàm 1 biԒn.  
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¶ NԂm ĽҼ֯c kh§i ni֓m và thuӺn thֱc t²nh ĽӴo hàm riêng, vi phân cֳa hàm 
nhiԚu biԒn. 

 
- Hình thοc tΫ chοc dͧy hΣc: 

Hình thֵc chֳ yԒu: LĨ thuyԒt, thӶo luԀn - tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu 
- Thγi gian:  

Lý thuyԒt, thӶo luԀn: 5t - Tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu: 5t 
- ņΠa ĽiΘm: 

GiӶng ĽҼ֩ng do P2 ph©n c¹ng. 
- Nίi dung ch²nh: 

Gi֧i thi֓u vԚ môn h֙c  v¨ c§c quy Ľ֗nh 
ChҼҺng 1: H¨m s֝ nhiԚu biԒn s֝ 
§1.1 Gi֧i hӴn – Liên tֱc 
Ä1.2 ņӴo hàm – Vi phân 

. 
Gi֧i thi֓u h֙c phӺn GIӵI TĉCH II (15 ph¼t) 

¶ ņԜ thӸy bӶn chӸt cֳa hi֓n tҼ֯ng cȈng nhҼ m֫ r֥ng khӶ nŁng Ľi vào 
cu֥c s֝ng cֳa to§n h֙c ch¼ng ta cӺn nghiên cֵu giӶi t²ch trong phӴm vi nhiԚu 
biԒn.  

¶ V֧i hàm nhiԚu biԒn, nhiԚu kh§i ni֓m và kԒt quӶ v֧i hàm m֥t biԒn 
không còn bӶo toàn mà có nhֻng biԒn thԜ tinh vi, uyԜn chuyԜn và hֵa hԌn nhֻng 
ֵng dֱng v¹ cùng r֥ng l֧n. GTII - m֥t sֽ tiԒp tֱc GiӶi t²ch I - hҼ֧ng chֳ yԒu 
vào phép tính vi phân, phép tính tích phân cֳa hàm nhiԚu biԒn.  

¶ Chúng ta sԐ thӸy rӸt nhiԚu v² dֱ, bài tԀp li°n quan ĽԒn thֽc ti֑n cho 
thӸy mӶng ֵng dֱng v¹ tiԚn kho§ng hԀu cֳa lĨ thuyԒt, ĽӶm bӶo sֽ trҼ֩ng t֟n 
cֳa to§n h֙c. 

¶ Các khái ni֓m, Ľ֗nh lĨ, t²nh chӸt ... thҼ֩ng ĽҼ֯c ph§t biԜu bԄng l֩i và 
kԒt h֯p v֧i c¹ng thֵc... 

Chính sách riêng 
M֣i lӺn lên bӶng chֻa bài tԀp Ľ¼ng ĽҼ֯c ghi nhԀn, c֥ng v¨o ĽiԜm qu§ trình 

0.5 ĽiԜm. Chֻa bài tԀp sai kh¹ng b֗ trַ ĽiԜm.  

Sֽ hi֓n di֓n trên l֧p: Kh¹ng Ľi h֙c ²  5 bu֡i sԐ kh¹ng ĽҼ֯c thi. 
Tài li֓u tham khӶo 

TT Tên tài li֓u Tác giӶ Nxb NŁm xb 
1 Giáo trình GiӶi 

tích II 
T¹ VŁn Ban Nxb Giáo dֱc  2012 

2 GiӶi t²ch II & III TrӺn Bình KH và KT 2007 
3 Toán h֙c cao cӸp 

(T3-2)   
Nguy֑n ņình 
Trí và … 

Giáo dֱc 2007 

4 Bài tԀp GiӶi sԈn 
giӶi t²ch 2, 3 

TrӺn Bình KH và KT 2007 

5 Calculus: A R. Adams Addison Wesley 1991 
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Complete Course  
6 Calculus (Early 

Transcendentals),  
Jon Rogawski W.H.Freeman and Co. 2007 

 
ņԚ Bài tԀp vԚ nhà GTII (trong tài li֓u [1]) 

Ví dֱ: Tֽ Ľ֙c; Bài tԀp: Chֻa trên l֧p 
CHһҹNG I 

B֡ tr֯:   3(b);          4(a, b, d);      5(a);           8(c,d);        10(a);       12(b);        
                15;           18(b);          21(b);            22;             23(a);        24(a);       
                30(a);      34(c,  g);     35(d, e);        37(a);          39(c);       41(a,  e). 
Chính: 6(a,   b,   c,   d,   e);     13(b,   c);   24(c);   26(d);   33;   34(f);    
       35(i,   j,   k,   l);    36(e,  f,  g,  h,  i,  j,  k);    37(c,  d,  e,  f);      40( d,   e,   f);   
        VD 1.17;      VD 1.26A;      VD 1.27;      VD 1.28;      
          VD 1.29 (i,  ii);  VD 1.30;  VD 1.37;       VD 1.39 

CHһҹNG II 
B֡ tr֯: 1(b,  d);      2(b,  c);      3(b);           4(a,   b);       5(a,   c,   d);    6(b);     
             7(d,   c);       8(a);           9(d,  f);      10(c);           15;                 17;     
              19(b);        20(a,  c);      24;                27(a).  
Chính: 1(e);       5(f);     6(a);     7(e,   f);      8(b,  d);           9(g);    10(f,   g,   h);     
            14(c,  d);  19(c);    20(f);    21(c, d);   22(b,  c,   e);     23(a,  b).     
            VD 2.11;   VD 2.13;    VD2.25 ;    VD 2.26;   VD 2.27;    
            VD 2.33;    VD 2.34;    VD2.37 ;    VD 2.40 

CHһҹNG III 
B֡ tr֯: 1(d,e),       2,         4.       5(a) ,      11,      14(a),      15(a,  c),       17(a),        
             18(d),      19(a,  d),         22(a,  e),    26(c),      27(a);      29(a,   b),     30. 
Chính:    7;        8;          14(c);     16(c,  d);      22(d);  24(c,   d,   e,   f,   h);    25.  
           VD3.16 ;   VD3.23 ;     VD3.23  ;    VD3.25  ;     VD3. 26 ;     VD3.27  ; 
            VD3.28  ;        VD3. 29 ;     VD3.31  ;     VD3.32  ;    VD 3.33;  VD3.34 . 

CHһҹNG IV 
B֡ tr֯:   2(a);      3(a)             8;        10(e);        12(b);        15(b,c);        18(b);        
              20(a);      21(d);    23(a);     24(b, e);    26(a, b,  d);    28(a,  b);     31(c).  
Chính:    3(b);   10(b, c, d, e);     12(e, f, g);     13(b);            15(f, g);      18(c,  d); 
                19(a, b,  c,  d,  e);           24(e);        26(f, h, i, j);    27(c, d,e);    
                28(d,  e,  f,   g);    30(d, e, f);     31(b);              32;       33(a,  b, c).  
               VD 4. 34;      VD 4.35 ;    VD 4.36;     VD 4.48;      VD 4.49;      
             VD 4.50;      VD 4.51 ;       VD 4.52;     VD 4.53;     VD 4.54((i),  (ii)).  

 
CӷU TRĐC ņԓ THI, CĆCH THִC CHO ņIԛM 

 
Câu s֝ VԚ phӺn S֝ ĽiԜm 

1 Lý thuyԒt 2.0 
2 ChҼҺng 1: H¨m s֝ nhiԚu biԒn s֝ 2.0 
3 ChҼҺng 2: T²ch ph©n b֥i 2.0 
4 ChҼҺng III: T²ch ph©n ĽҼ֩ng, t²ch ph©n mԊt 2.0 
5 ChҼҺng 4: phҼҺng trinh vi ph©n 2.0 

ņiԜm bài thi 10Ľ 
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ņiԜm qu§ trình 10Ľ 
ņiԜm chuyên cӺn 10Ľ 

T֡ng ĽiԜm = ĽiԜm chuyên cӺn x 10%  
+ ĽiԜm qu§ trình x 20% + ĽiԜm bài thi x 70%  

10Ľ 

Hình thֵc thi: Thi viԒt 
BӺu l֧p trҼ֫ng l֧p h֙c phӺn. KԒt quӶ:  
S֝ Ľi֓n thoӴi gi§o viên: 
ņ֗a ch֕ Email cӺn: 
Webside cӺn:   
Danh sách SV (Ít nhӸt 7 c֥t kiԜm tra sǫ s֝)       
  

 
ChҼҺng 1: HêM S֜ NHIԓU BIԑN S֜ 

 
§ 1.1. GI֦I HӳN - LIÊN TְC  

1.1.1. TԀp h֯p trong ny  

a. Không gian ny  
Xét V là tԀp h֯p c§c b֥ n s֝ thֽc c· thֵ tֽ x 1 n i(x , ... , x ), x= Íy . (Hi֓n 

th֩i ta viԒt ĽԀm c§c phӺn tֹ cֳa V).  
Trong V ĽҼa v¨o ph®p c֥ng và và phép nhân v֧i v¹ hҼ֧ng: 
 1 n 1 n i i(x , ... , x ), (y ,..., y ), x , y= = Íx y y ,  

1 1 n n(x y , ... , x y )+ = + +x y , 

1 n( x , ... , x ),a = a a aÍx y . 
Khi Ľ· V tr֫ thành kh¹ng gian v®c ṱ trên y ; phӺn tֹ cֳa V g֙i là v®c ṱ, 

Ľ¹i khi g֙i l¨ ĽiԜm.  
* T²ch v¹ h̯αng. T²ch v¹ h̯αng cֳa hai v®c tҺ x và y là m֥t s֝ thֽc, kĨ 

hi֓u là x.y , (có tài li֓u viԒt là < >x,y ) x§c Ľ֗nh b֫i: 

1 1 n nx y ... x y= + +x .y . 

* Không gian Euclide ny  . Kh¹ng gian v®c tҺ V c· trang b֗ t²ch v¹ hҼ֧ng 
vַa nêu g֙i là không gian Euclide n chiԚu, kĨ hi֓u là ny .  

T²ch v¹ hҼ֧ng nêu trên có các tính chӸt th¹ng thҼ֩ng Ľã biԒt Һt ph֡ th¹ng. 
Khi 0=x .y  ta n·i hai v®c tҺ x  và y  là trֽc giao v֧i nhau, và viԒt ^x y . 
* Khoͩng c§ch. Khoͩng c§ch giֻa 1 n(x ,... , x )=x  và 1 n(y ,... , y )=y  ký 

hi֓u b֫i d(x, y), x§c Ľ֗nh theo c¹ng thֵc 
d( , ) ( ) ( )= - -x y x y x yY .  

2 2
1 1 n nd( , ) (y x ) ... (y x )= - + + -x y .                                      (1.1) 

KhoӶng c§ch này còn g֙i là khoӶng c§ch Euclide, c· c§c t²nh chӸt sau Ľ©y: 
d( , ) d( , )=x y y x                             :       t²nh Ľ֝i xֵng 
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d( , ) 0; d( , ) 0² = Ú =x y x y x y    :      t²nh x§c Ľ֗nh dҼҺng 
d( ) d( ) d( )+ ²x,y y,z x,z                :      bӸt ĽԆng thֵc tam gi§c 

Trong 2y , ĽiԜm hay ĽҼ֯c kĨ hi֓u là (x,y), trong 3y  là (x,y,z).    
ņ֟ng nhӸt ĽiԜm M v֧i b֥ s֝ (x, y, z)  là toӴ Ľ֥ cֳa n· trong m֥t h֓ toӴ Ľ֥ 

trֵc chuӼn; thay cho ĽiԜm M, ta viԒt (x, y,z)  hay ĽӺy Ľֳ hҺn M(x, y, z) . KhoӶng 
cách (1.1) chính là khoӶng c§ch th¹ng thҼ֩ng.  

Trong 2y : ņiԜm M c· thԜ Ľ֟ng nhӸt v֧i toӴ Ľ֥ (x, y) cֳa n·; thay cho 
ĽiԜm M ta viԒt (x, y), hay ĽӺy Ľֳ hҺn M(x, y).       

Trong phӺn còn lӴi cֳa chҼҺng n¨y c§c kԒt quӶ ĽҼ֯c trình bày chֳ yԒu 
trong 2< . NhiԚu kԒt quӶ tҼҺng tֽ còn Ľ¼ng cho n< .  

b. Phân loͧi tͻp hιp trong ny  

¶ Lân cͻn. Cho 2;Í e -a < lân cԀn cֳa ĽiԜm a (còn g֙i là hình cӺu m֫ 
tâm a, bán kính e), kí hi֓u U ( )e a , là tԀp h֯p x§c Ľ֗nh b֫i: 

  2U ( ) { : d( , ) }e = Í < ea x x a< . 

ņiԜm a ĽҼ֯c g֙i là ĽiΘm trong cֳa tԀp h֯p 2E Ë y  nԒu E chֵa m֥t hình 
cӺu m֫ n¨o Ľ· t©m a: U ( ) E, ( 0)e$ Ë e >x . ņ֟ng th֩i, tԀp E g֙i là m֥t lân cͻn 
cֳa ĽiԜm a. 

¶ Tͻp mε. TԀp h֯p E ĽҼ֯c g֙i là tͻp mε nԒu m֙i ĽiԜm cֳa E ĽԚu l¨ ĽiԜm 
trong cֳa n·.  

D֑ nhԀn thӸy rԄng, tԀp h֯p U ( )e a  là tԀp m֫.  
¶ ņiΘm biên. ņiԜm x g֙i là ĽiΘm biên cֳa E nԒu trong m֥t e-lân cԀn bӸt kì 

cֳa x ĽԚu chֵa ²t nhӸt m֥t ĽiԜm thu֥c E và m֥t ĽiԜm kh¹ng thu֥c E . TԀp c§c 
ĽiԜm biên cֳa E k² hi֓u là (E)µ , g֙i là biên cֳa E. 

Rõ ràng, ĽiԜm trong cֳa E nԄm trong E; ĽiԜm biên cֳa E c· thԜ thu֥c E, c· 
thԜ kh¹ng thu֥c E. 

¶ Tͻp Ľ·ng. E ĽҼ֯c g֙i là tͻp Ľ·ng nԒu n· chֵa m֙i ĽiԜm biên cֳa n·: 
E Ľ·ng ( )E E EÚ = Çµ .   
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Hình 1.1.  (a) Hình cͭu mε, (b) tͻp mε, (c)  hình cͭu Ľ·ng, 

(d)  mΊt cͭu (tͻp Ľ·ng) trong 2y  
ChԆng hӴn, c§c tԀp sau Ľ©y l¨ Ľ·ng (xem Hình 1.1): 

+ Hình cӺu Ľ·ng t©m a, b§n k²nh e . 
+ MԊt cӺu Ľ·ng t©m a, b§n k²nh e .  

¶ Tͻp bΠ chΊn. TԀp E ĽҼ֯c g֙i là bΠ chΊn nԒu t֟n tӴi m֥t hình cӺu m֫ nào 
Ľ· chֵa n·. 

Ú $  hình cӺu Ľ·ng n¨o Ľ· chֵa n· 
Ú $  hình cӺu Ľ·ng t©m O chֵa n· 

¶ Tͻp compͽc. TԀp Ľ·ng và b֗ chԊn ĽҼ֯c g֙i là tԀp compact.  
¶ MiΖn. M֣i tԀp m֫ là m֥t miΖn mε. 
MiԚn m֫ cùng v֧i biên cֳa n· g֙i là miΖn Ľ·ng.  
MiԚn m֫, miԚn Ľ·ng g֙i chung là miԚn. 
MiԚn mà tַ 2 ĽiԜm bӸt kȢ cֳa n· c· thԜ n֝i v֧i nhau b֫i m֥t ĽҼ֩ng gӾy 

khúc nԄm hoàn toàn trong miԚn g֙i là miΖn liên thông.  

Sau Ľ©y, khi Ľã quen, ta không còn phӶi viԒt chֻ ĽԀm cho phӺn tֹ cֳa ny   
nֻa.  

Ví dλ 1.1. Cho các tԀp h֯p sau Ľ©y trong 2y  (xem Hình 1.2):  

1D {(x, y) : a x b, c y d}= < < < < :  tԀp h֯p m֫ (Kh¹ng chֵa biên) 

2D {(x, y) : a x b, c y d}= ¢ < ¢ < : Không m֫, kh¹ng Ľ·ng 

3D {(x, y) : a x b, c y d}= ¢ ¢ ¢ ¢ :  tԀp h֯p Ľ·ng (chֵa biên) 
NgҼ֩i ta còn dùng ký hi֓u t²ch Descartes ĽԜ ch֕ c§c hình chֻ nhԀt Ľ·: 1D  

ĽҼ֯c kĨ hi֓u b֫i (a, b) (c, d)³ , ... , 3D  b֫i [a, b] [c, d]³ .                          #   

                                                
                                                (a)                                                  (b) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                (c)                                                  (d) 
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Hình 1.2. Hình chυ nhͻt trong 2y  

1.1.2. Hàm nhiԚu biԒn s֝  

a. ņΠnh nghǫa. Cho nD Ë < . Ánh xӴ        f : D­<  
                    1 n 1 nx (x ,..., x ) f (x) f (x ,..., x )= ­ = Í<  

ĽҼ֯c g֙i là hàm s֝ trên D. 
D: tͻp x§c ĽΠnh,  f: hàm sΧ; x: biΔn sΧ (hay ĽΧi sΧ). 
LҼu ý rԄng biԒn s֝ c· n thành phӺn, m֣i thành phӺn xem nhҼ m֥t biԒn Ľ֥c 

lԀp (cho nên hàm s֝ trên n<  hay ĽҼ֯c g֙i là hàm nhiΖu biΔn).  

b. C§c ph̯̭ng ph§p biΘu diΚn hàm sΧ (ἁ) 
BiΘu diΚn b΄ng biΘu thοc giͩi t²ch.  
BiΘu diΚn b΄ng ĽΩ thΠ 
Sσ dλng c§c Ľ̯γng (ĽΩng) mοc  
Bͩng dυ  liΜu.  
1.1.3. Gi֧i hӴn cֳa hàm nhiԚu biԒn 
a. Giαi hͧn cνa dãy ĽiΘm 

Ta nói dãy ĽiԜm 2
n n n{u } {(x , y )}= Ë y  hίi tλ ĽԒn  0 0 0u (x , y )=  nԒu  

n 0n
lim d(u ,u ) 0
­¤

= .                                                                     (1.2) 

Khi Ľ· ta viԒt n n 0 0n
lim (x ,y ) (x , y )
­¤

= , hay ĽҺn giӶn n 0n
lim u u
­¤

=  hoԊc 

n 0u u­  (khi n­¤ ). 
Gi֧i hӴn cֳa dãy ĽiԜm tҼҺng ĽҼҺng v֧i gi֧i hӴn cֳa tַng t֙a Ľ֥: 
 n n 0 0 n 0 n 0n n n

lim (x , y ) (x , y ) lim x x ; lim y y .
­¤ ­¤ ­¤

= Ú = =            (1.3) 

* ņiΘm giαi hͧn (ĽiΘm tλ). ņiԜm a ĽҼ֯c g֙i là ĽiΘm giαi hͧn cֳa tԀp 
nD Ë < nԒu c· m֥t dãy n{u } các phӺn tֹ kh§c a cֳa D h֥i tֱ ĽԒn a. 

b. Giαi hͧn cνa hàm sΧ 

ņΠnh nghǫa. Cho hàm s֝ f(u) x§c Ľ֗nh trên 2D Ë y  và 0 0a (x , y )=  là m֥t 
ĽiԜm gi֧i hӴn cֳa D. Ta n·i hàm f(u) có giαi hͧn Í^ <  khi u dӺn ĽԒn a nԒu: 

0, 0"e > $d > , sao cho u DÍ , 00 d(u,u ) f (u) .< < eÝ - < e^       (1.4) 

Khi Ľ· ta viԒt 
u a
lim f (u)
­

= ^  hay f (u) khi u a­ ­^ . 

   y                                                  y                                     y 
           A                B                              A              B                     A             B 
  d                                                  d                                      d 
 
                  D1                                                 D2                                     D3 
  c                                                  c                                      c 
          D                   C                          D                   C               D                   C 
 
            a                 b       x                     a                b      x            a                b    x 
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ņԜ ĽӺy Ľֳ, ta còn viԒt  

0 0
0 0

(x,y) (x ,y )
lim f (x, y) (hay f (x, y) khi (x, y) (x , y ))
­

= ­ ­^ ^      (1.5) 

ņΠnh lĨ 1.1. Hàm f(u) có gi֧i hӴn ^  khi u dӺn ĽԒn a khi và ch֕ khi  

n n n nn n
{u } D; u a; lim u a lim f (u )

­¤ ­¤
" Ë ¸ = Ý = ^ .                    (1.6) 

HΜ quͩ. NԒu  
u a
lim f (u)
­

= ^  thì v֧i u (x,y)=  dӺn ĽԒn 0 0a (x , y )=  theo m֥t 

ĽҼ֩ng cong tuȢ Ĩ trong D, f(u) dӺn ĽԒn ^ . 

 
Hình 1.5. ņiΘm dͭn ĽΔn 0 0(x , y )  theo nhυng Ľ̯γng kh§c nhau 

L̯u ý. Các kԒt quӶ th¹ng thҼ֩ng Ľ֝i v֧i gi֧i hӴn cֳa hàm 1 biԒn nhҼ gi֧i 
hӴn cֳa t֡ng, hi֓u, Ľ֗nh lĨ kԌpé vӾn còn Ľ¼ng cho gi֧i hӴn cֳa hàm nhiԚu biԒn. 

Ví dλ 1.4. Tìm gi֧i hӴn  

i) 2 2
2 2(x, y) (1,0)

1lim (x y )sin
x y­

+
+

;    ii) 2 2
2 2(x, y) (0,0)

1lim (x y )sin
x y­

+
+

. 

Giͩi. i) 
( ) ( )

2 2
2 2x,y 1,0

1lim (x y )sin sin1
x y­

+ =
+

. 

ii) Hàm s֝ x§c Ľ֗nh trên 2 /{(0,0)}< . Ta có  
2 20 f (x, y) x y 0¢ ¢ + ­  (khi (x, y) (0,0)­ . 

Theo Ľ֗nh l² kԌp, 
(x, y) (0,0) (x, y) (0,0)

lim f (x, y) 0 lim f (x, y) 0
­ ­

= Ý = .       

ņ֗nh nghǫa gi֧i hӴn v¹ hӴn  tҼҺng tֽ nhҼ v֧i hàm m֥t biԒn. 

ChԆng hӴn 2
y

x
­+¤  khi (x, y) (0,3)­ ; 

         
2x

2 2
e 1
y z

- +
­ +¤

+
 khi (x, y,z) (0,0,0).­                              # 

1.1.4. Sֽ liên tֱc cֳa hàm s֝ 

Cho hàm s֝ f (x, y), (x, y) DÍ , trong Ľ· D l¨ tԀp tuȢ Ĩ cֳa 2y  và 

0 0(x , y ) DÍ  l¨ ĽiԜm gi֧i hӴn cֳa D. Ta n·i f(x, y) liên tֱc tӴi 0 0(x , y )  nԒu  

0 0
0 0(x, y) (x , y )

lim f (x, y) f (x ,y )
­

= .                                              (1.7) 

GiӶ sֹ 0 0 0 0a (x , y ) D, u (x, y) (x x, y y) D= Í = = + D + D Í . 
ņԊt 0 0 0 0f f (x x,y y) f (x , y )D = + D + D -  
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Khi Ľ· h¨m s֝ f(u) liên tֱc tӴi 0 0(x , y )  khi và ch֕ khi 
 

( x, y) (0,0)
lim f 0

D D ­
D = .                                                                  (1.8) 

* H¨m f(x,y) ĽҼ֯c g֙i là liên tֱc trên miԚn D nԒu n· liên tֱc tӴi m֙i ĽiԜm 
0 0(x , y ) DÍ . 

L̯u ý. C§c Ľ֗nh l² vԚ t֡ng, hi֓u, t²ch, thҼҺng, lu׃ thַa, h֯p hàm cֳa c§c 
hàm liên tֱc, Ľ֗nh nghǫa h¨m sҺ cӸp và tính liên tֱc cֳa ch¼ng, c§c kh§i ni֓m và 
kԒt quӶ vԚ sֽ liên tֱc ĽԚu Ľ֝i v֧i hàm m֥t biԒn gӺn nhҼ vӾn còn bӶo toàn cho 
trҼ֩ng h֯p hàm nhiԚu biԒn. ChԆng hӴn 

ņΠnh lĨ 1.2. Hàm f(x,y) liên tֱc trên tԀp Ľ·ng, gi֧i n֥i D thì b֗ chԊn tr°n Ľ· 
v¨ ĽӴt ĽҼ֯c gi§ tr֗ l֧n nhӸt, gi§ tr֗ nh֛ nhӸt: 1 1 2 2(x , y ), (x , y ) D$ Í  ĽԜ  

1 1 2 2(x,y) D (x,y) D
f (x , y ) m Min f (x, y); f (x , y ) M Max f (x,y)

Í Í
= = = = . 

ņΠnh lĨ 1.3. Hàm f(x,y) liên tֱc trên tԀp Ľ·ng, gi֧i n֥i thì liên tֱc ĽԚu trên 
Ľ·, tֵc là v֧i m֙i 0e > , tìm ĽҼ֯c s֝ d  sao cho v֧i (x, y), (x , y ) D¡ ¡ Í  mà 
d((x, y), (x , y ))¡ ¡ ¢ d  thì  f (x, y) f (x , y )¡ ¡- ¢ e .  

Ví dλ 1.5. Cho hàm s֝ ( ) 2 2
xy

(x, y) (0,0)u f x, y x y
0 (x, y) (0,0)

aë
î ¸

= = ì +
î =í

 

Rõ ràng hàm liên tֱc tӴi m֣i ĽiԜm 0 0(x , y ) (0,0)¸  (vì là thҼҺng hai h¨m 
liên tֱc, mӾu kh§c 0). 

TӴi 0 0(x , y ) (0,0)= , theo bӸt ĽԆng thֵc Cauchy. 
2 2 2 2 2 2 1

2 2 2 2
xyx y (x y ) (x y )0 xy

2 x y 2 (x y ) 2

a a a-

a a
+ + +

¢ ¢ Ý ¢ =
+ +

. 

TrҼ֩ng h֯p 1: 1a >  

[ ]( 1)/2

(x,y) (0,0) u 0

1lim f (x, y) lim d(u,0) 0 f (0,0)
2

a-
a­ ­

¢ = = . 

VԀy f(x,y) liên tֱc tӴi (0,0). 
TrҼ֩ng h֯p 2: 1a ¢ . Xét (x, y) (0,0)­  theo ĽҼ֩ng y = x. 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 1
x 1f x, y f x,x 0 khi x 0
2x 2x

a

-a
= = = ­¤ ¸ ­ . VԀy f(x,y) kh¹ng 

liên tֱc tӴi (0,0).                                                                                               # 
 
Ä 1.2. ņӳO HÀM - VI PHÂN   
1.2.1. ņӴo hàm riêng 

ņΠnh nghǫa. Cho hàm s֝ z f (x,y)=  x§c Ľ֗nh trong tԀp m֫ 2D Ë y , lӸy 
ĽiԜm 0 0 0M (x ,y ) DÍ . C֝ Ľ֗nh 0y y=  thì 0f (x,y )  là hàm m֥t biԒn x. NԒu hàm 
n¨y c· ĽӴo hàm tӴi 0x x=  thì ĽӴo h¨m Ľ· g֙i là Ľͧo hàm riêng cֳa hàm 



 10

z f (x, y)=  theo biԒn x (biԒn thֵ nhӸt) tӴi ĽiԜm 0 0 0M (x , y ) , kí hi֓u b֫i m֥t 
trong các cách sau: 

  0 0 0 0
x 0 0 x 0 0

z(x , y ) f (x , y )z (x , y ), f (x ,y ), , .
x x

µ µ¡ ¡
µ µ

 

NhҼ vԀy, cho xD Ľֳ nh֛ sao cho 0 0(x x, y ) D+ D Í . ņԊt: 

x 0 0 0 0z f (x x, y ) f (x , y )D = + D -  
g֙i là sΧ gia riêng cֳa hàm s֝ z f (x, y)=  Ľ֝i v֧i biԒn x tӴi 0 0(x , y ) . Khi Ľ·  

  0 0 x
x 0

f (x ,y ) zlim
x xD ­

µ D
=

µ D
. 

 
Hình 1.6. Cách lͻp sΧ gia riêng cνa hàm sΧ 

ņӴo hàm riêng theo biԒn y tӴi 0 0(x , y ) , kí hi֓u là  

 0 0 0 0
y 0 0 y 0 0

f (x , y ) z (x ,y )f (x , y ) , z (x , y ), hay
y y

µ µ¡ ¡
µ µ

.  

n 3² : Ľ֗nh nghǫa tҼҺng tֽ. 
Quy tͽc. Khi t²nh ĽӴo hàm riêng theo biԒn n¨o Ľ·, ta ch֕ vi֓c coi c§c biԒn 

kh§c kh¹ng Ľ֡i, r֟i lӸy ĽӴo hàm theo biԒn Ľ· nhҼ lӸy ĽӴo hàm v֧i hàm m֥t biԒn. 
Ví dλ 1.7. T²nh c§c ĽӴo hàm riêng cֳa hàm s֝  

i. yz x , (x 0).= >   ii. xz arctan , (y 0)
y

= ¸ .  

Giͩi. i. y 1 yz zy x ; x ln x.
x y

-µ µ
= =

µ µ
 

ii. 2 2 2 2 2 2 2
z 1 1 y z 1 x x; .
x y y1 (x / y) x y 1 (x / y) y x y
µ µ - -
= = = =

µ µ+ + + +
      # 

1.2.2. Vi phân cֳa hàm nhiԚu biԒn 
ņΠnh nghǫa 
¶ Cho hàm s֝ z f (x,y)=  x§c Ľ֗nh trong tԀp m֫ D. Trong D lӸy c§c ĽiԜm 

0 0 0 0(x , y ), (x, y) (x x, y y)= + D + D . BiԜu thֵc 

0 0 0 0f f (x x, y y) f (x y )D = + D + D -  
ĽҼ֯c g֙i là sΧ gia toàn phͭn cֳa hàm f(x,y)  tӴi 0 0(x , y ) . 

NԒu s֝ gia fD  có thԜ biԜu di֑n dҼ֧i dӴng 

 
 y 
 
 y0 
 
 
 
 
 
    O                           0 0x x x+ D               x 

0 0 0 0(x , y ) (x x, y )+ D  
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f A x B y x yD = D + D +aD +bD                                  (1.9) 
trong Ľ· A, B l¨ nhֻng hԄng s֝ kh¹ng phֱ thu֥c vào x, yD D  (ch֕ phֱ thu֥c vào 

0 0(x , y ) ), (x, y) 0,a = a ­  (x, y) 0b = b ­  khi x 0 y 0D ­ D ­vÌ  thì ta nói: 

+ Hàm s֝ f(x,y) khͩ vi tӴi 0 0(x , y ) ; 
+ BiԜu thֵc A x B yD + D  g֙i là vi phân toàn phͭn cֳa hàm z tӴi 0 0(x , y )  

(ֵng v֧i s֝ gia x, yD D  cֳa Ľ֝i s֝ x, y tҼҺng ֵng), k² hi֓u là 0 0dz(x , y )  hay 

0 0df (x , y ) .  
NhҼ vԀy, 0 0dz(x , y ) A x B y= D + D . 
* Hàm s֝ z f (x, y)=  g֙i là khͩ vi trên D nԒu n· khӶ vi tӴi m֙i ĽiԜm cֳa D. 
Tính chͫt. NԒu f(x,y) khӶ vi tӴi 0 0(x , y )  thì liên tֱc tӴi Ľ·. 

CM:  f A x B y x y 0 khi x, y 0D = D + D + aD +bD ­ D D ­ .                                        
VԀy hàm liên tֱc tӴi 0 0(x , y ) .                                                                 

ņΠnh l² 1.5. Cho h¨m f(x,y) x§c Ľ֗nh trong tԀp m֫ 2D Ë y  và 0 0(x , y ) DÍ . 
(i) (ņiΖu kiΜn cͭn ĽΘ hàm khͩ vi). NԒu f(x,y) khӶ vi tӴi ĽiԜm 0 0(x , y )  thì t֟n 

tӴi c§c ĽӴo hàm riêng x 0 0 y 0 0f (x , y ), f (x , y )¡ ¡ . Các hԄng s֝ A, B trong Ľ֗nh nghǫa 
vi phân cho b֫i x 0 0 y 0 0A f (x , y ), B f (x , y )¡ ¡= = ; nói cách khác,  

0 0 x 0 0 y 0 0df (x , y ) f (x , y ) x f (x , y ) y¡ ¡= D + D .  

(ii) (ņiΖu kiΜn Ľν ĽΘ hàm khͩ vi). NԒu hàm s֝ z f (x, y)=  c· c§c ĽӴo hàm 
riêng liên tֱc tӴi l©n cԀn cֳa ĽiԜm 0 0(x , y )  thì khӶ vi tӴi Ľ· và 

0 0 x 0 0 y 0 0dz(x , y ) f (x , y ) x f (x , y ) y¡ ¡= D + D .                     (1.10) 

Chοng minh  
(i) Tַ giӶ thiԒt, f A x B y x yD = D + D +aD +bD .  
Xét 0y y const= =  thì y 0D = và xf f A x xD = D = D + aD . Do Ľ·: 

x
x 0 0 x 0 x 0

f A x xf (x , y ) lim lim A
x xD ­ D ­

D D +aD¡ = = =
D D

. 

TҼҺng tֽ, '
y 0 0f (x , y ) B= .  

(ii) V֧i x, yD D  Ľֳ nh֛ thì   

[ ] [ ]
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

f f (x x,y y) f (x , y )
f (x x, y y) f (x , y y) f (x , y y) f (x , y ) .

D = + D + D -

= + D + D - + D + + D -
 

Áp dֱng c¹ng thֵc s֝ gia gi֧i n֥i cho hàm m֥t biԒn dӾn ĽԒn 

x 0 1 0 y 0 0 2f f (x x, y y) x f (x , y y) y¡ ¡D = + q D + D D + + q D D  

trong Ľ· 1 20 1; 0 1< q < < q < . 

Vì x yf , f¡ ¡  liên tֱc tӴi 0 0(x , y )   nên 
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[ ]x 0 0 y 0 0f f (x , y ) x f (x , y ) yè ø¡ ¡D = + a D + +b Dê ú  

trong Ľ· 0, 0 khi x 0, y 0a­ b­ D ­ D ­ . 

VԀy x 0 0 y 0 0f f (x , y ) x f (x , y ) y y¡ ¡D = +aD + D +bD    (Ľpcm).                

Chú ý. Gi֝ng nhҼ trҼ֩ng h֯p m֥t biԒn, nԒu x, y là biԒn Ľ֥c lԀp thì 
dx x; dy y= D = D . Tַ Ľ·, 

0 0 x 0 0 y 0 0df (x , y ) f (x ,y )dx f (x , y )dy¡ ¡= + .  

HΜ quͩ. NԒu x yf (x, y), f (x,y)¡ ¡  liên tֱc trong tԀp m֫ D thì  

f (x,y) f (x, y)df (x,y) dx dy
x y

µ µ
= +
µ µ

.                                         (1.11) 

Ví dλ 1.8. Xét sֽ khӶ vi và tính vi phân dz(x,y), dz(0,1) (nԒu c·) cֳa c§c 
hàm s֝ 3 3z x y 3xy.= + -           

Giͩi. 2 2z z3x 3y, 3y 3x
x y
µ µ
= - = -

µ µ
,  là nhֻng hàm liên tֱc trên 2y .  

VԀy hàm s֝ là khӶ vi trên 2y  và 2 2dz 3[(x y)dx (y x)dy]= - + - .   
  dz(0,1) 3dx 3dy 3( dx dy)= - + = - + .                                        # 
Chú ý. ņ֝i v֧i hàm nhiԚu biԒn, sֽ t֟n tӴi c§c ĽӴo h¨m ri°ng chҼa ĽӶm bӶo 

ĽԜ hàm s֝ khӶ vi. X®t v² dֱ sau.  
Ví dλ 1.9. (tài li֓u [1])  # 
ξng dλng vi ph©n ĽΘ t²nh gͭn Ľ¼ng. NԒu ĽԊt 
 0 0 0 0x x x, y y y (hay x x x , y y y )= + D = + D D = - D = - , 

tַ Ľ֗nh nghǫa vi ph©n ta c· 

0 0

x 0 0 0 y 0 0 0 0 0

x 0 0 0 y 0 0 0 0 0

z f (x, y) f (x , y )
f (x , y )(x x ) f (x , y )(y y ) (x x ) (y y )

f (x , y )(x x ) f (x , y )(y y ) df (x , y ).

D = -
¡ ¡= - + - + a - +b -

¡ ¡º - + - =

 

DӾn ĽԒn c¹ng thֵc xӸp x֕ 

0 0 0 0 x 0 0 y 0 0f (x x, y y) f (x , y ) f (x ,y ) x f (x , y ) y¡ ¡+ D + D º + D + D  

   ( 0 0 0 0f (x , y ) df (x , y )= + ).                                                   (1.12) 
Công thֵc này cho phép tính giá tr֗ gӺn Ľ¼ng cֳa hàm s֝ dùng vi phân.  
VԒ phӶi là biԜu thֵc tuyԒn t²nh cֳa c§c biԒn x, y nên công thֵc cȈng c· tên 

là xͫp xΞ tuyΔn t²nh cֳa hàm f tӴi l©n cԀn ĽiԜm 0 0(x , y ) .  
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Hình 1.7. Ý nghǫa hình hΣc cνa vi ph©n 

Gi֝ng nhҼ trҼ֩ng h֯p m֥t biԒn, khi §p dֱng c¹ng thֵc (1.12) ĽԜ t²nh gi§ 
tr֗ xӸp x֕ cֳa biԜu thֵc A n¨o Ľ· ch¼ng ta phӶi: 

+ X§c Ľ֗nh dӴng hàm f, 
+ X§c Ľ֗nh ĽiԜm 0 0(x , y ) , ֫ Ľ· d֑ t²nh (hoԊc c· sԈn) 0 0f (x , y ) , c§c  ĽӴo 

hàm riêng x 0 0 y 0 0f (x , y ), f (x , y )¡ ¡ ,  

+ X§c Ľ֗nh c§c s֝ gia x, yD D ; các s֝ gia này phӶi Ľֳ b®.  

Ví dλ 1.10. Tính xӸp x֕ 1,02A arctan
0,95

= . 

Các bӴn hãy trӶ l֩i c©u h֛i ñgi§ nhҼ?ò 0 0(x , y )Ý  

Giá tr֗ lԎ thֵ nhӸt x­  
Giá tr֗ lԎ thֵ hai   y­  

} Ý  DӴng hàm f(x,y) 

Giͩi. Xét hàm s֝ yz arctan
x

=  tӴi l©n cԀn ĽiԜm (1,1). 

( )
( ) ( )

x 2 2 2 2
1,1 1,1

1 y y 1z 1,1 ,
2x x yy1

x

- -¡ = = = -
+å õ+ æ ö

ç ÷

 

( )
( ) ( )

y 2 2 2
1,1 1,1

1 1 x 1z 1,1 .
x 2x yy1

x

¡ = = =
+å õ+ æ ö

ç ÷

 

Suy ra ( ) ( ) ( ) ( )A z 1 0,05;1 0,02 z 1,1 ( 1/ 2) 0,05 (1/ 2) 0,02= - + º + - - +  

0,035 0,785 0,035 0,820.
4
p
= + º + = (Giá tr֗ Ľ¼ng A 0,8209= ).       #  



 14

Công thֵc (1.12) ĽҼ֯c §p dֱng hi֓u quӶ ĽԜ t²nh sai s֝ cֳa ĽӴi lҼ֯ng Ľo.  
 
 

b) ThӶo luԀn - VԚ tԀp m֫, Ľ·ng, biên, b֗ chԊn, com pԂc, liên thông, miԚn 
m֫, miԚn Ľ·ng, miԚn.  
- Sֽ gi֝ng, kh§c nhau cֳa hàm 1 biԒn, nhiԚu biԒn. 

c) Tֽ h֙c 
 

- ņ֗nh nghǫa giҼ֧i hӴn hàm s֝, 
- ņ֗nh nghǫa liên tֱc, liên tֱc ĽԚu 
- ņ֗nh nghǫa vi ph©n theo biԒn x. 

d) Bài tԀp chuӼn 
b֗ t֝i thiԜu 

B¨i 6, (ChҼҺng I) 

Tài li֓u  Tài li֓u [1], tr .... 
Chú ý: Bài tԀp vԚ nhà cho cӶ chҼҺng  

CHһҹNG I 
B֡ tr֯:   3(b);          4(a, b, d);      5(a);           8(c,d);        10(a);       12(b);        
                15;           18(b);          21(b);            22;             23(a);        24(a);       
                30(a);      34(c,  g);     35(d, e);        37(a);          39(c);       41(a,  e). 
Chính: 6(a,   b,   c,   d,   e);     13(b,   c);   24(c);   26(d);   33;   34(f);    
       35(i,   j,   k,   l);    36(e,  f,  g,  h,  i,  j,  k);    37(c,  d,  e,  f);      40( d,   e,   f);   
        VD 1.17;      VD 1.26A;      VD 1.27;      VD 1.28;      
          VD 1.29 (i,  ii);  VD 1.30;  VD 1.37;       VD 1.39 
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Bài giӶng 2: Hàm s֝ nhiԚu biԒn s֝ (tiԒp) 
ChҼҺng, mֱc: 1  
TiԒt thֵ: 6-10      TuӺn thֵ: 2  
Mλc Ľ²ch, yêu cͭu:     
¶ KiԜm tra kiԒn thֵc, rèn luy֓n k׃ nŁng t²nh Gi֧i han và xét tính liên tֱc 

¶ NԂm ĽҼ֯c kh§i ni֓m và biԒt c§ch t²nh ņH hàm h֯p, ĽӴo hàm hàm Ӽn, ĽӴo 
h¨m theo hҼ֧ng, Ĩ nghǫa ņH theo hҼ֧ng. 

- Hình thοc tΫ chοc dͧy hΣc: 
Hình thֵc chֳ yԒu: LĨ thuyԒt, thӶo luԀn - tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu 

- Thγi gian:  
Lý thuyԒt, thӶo luԀn: 5t - Tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu: 5t 

- ņΠa ĽiΘm: 
GiӶng ĽҼ֩ng do P2 ph©n công. 

- Nίi dung ch²nh: 
Chֻa bài tԀp phӺn Gi֧i han – Liên tֱc 
Ä1.2 ņӴo hàm – Vi phân 

 
 

ņS 6.  a) Continuous , discontinuous, C;   b) D;     c) C;   d)   D;      e) C.  
Ä 1.2. ņӳO HÀM - VI PHÂN  

1.2.3. ņӴo hàm riêng cֳa hàm h֯p  
F(x, y) f (u(x, y), v(x, y)), (x, y) D= Í .  

Tính chͫt. H֯p cֳa c§c hàm liên tֱc là hàm liên tֱc.   

ņΠnh l² 1.6. GiӶ sֹ h¨m f (u,v) c· c§c ĽӴo hàm riêng f f,
u v
µ µ
µ µ

 liên tֱc trong 

D , các hàm  u(x, y), v(x, y)  c· c§c ĽӴo hàm riêng u u v v, , ,
x y x y
µ µ µ µ
µ µ µ µ

 liên tֱc trong 

D. Khi Ľ· trong D t֟n tӴi c§c ĽӴo hàm riêng F F,
x y
µ µ
µ µ

 và  

F F u F v ,
x u x v x
F F u F v .
y u y v y

µ µ µ µ µë = +îµ µ µ µ µî
ìµ µ µ µ µî = +
µ µ µ µ µîí

                                                            (1.13) 

ņԜ ti֓n k² hi֓u, ta kh¹ng ph©n bi֓t f và F khi t²nh ĽӴo hàm riêng, vԀy  
f f u f v f f u f v,
x u x v x y u y v y
µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ
= + = +

µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ
. 

Xem CM trong [1].  
Chú ý. i) TrҼ֩ng h֯p z f (u(x, y))=  thì 
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z df (u(x, y)) u(x,y) z df (u(x, y)) u(x, y). ; . .
x du x y du y
µ µ µ µ
= =

µ µ µ µ
    (1.14) 

ii) TrҼ֩ng h֯p z f (x,y), y y(x) z f (x, y(x))= = Ý =  (hàm m֥t biԒn) thì 

dz f f dy
dx x y dx

µ µ
= +
µ µ

.                                                                   (1.15) 

iii) TrҼ֩ng h֯p z f (x, y), x x(t), y y(t) z f (x(t), y(t))= = = Ý =  thì  

dz f dx f dy. .
dt x dt y dt

µ µ
= +
µ µ

                                                            (1.16) 

iii) TrҼ֩ng h֯p z f (u,v,w)=  thì f f (u(x, y),v(x, y),w(x, y))= . L¼c Ľ· 

f f u f v f w ,
x u x v x w x
f f u f v f w .
y u y v y w y

µ µ µ µ µ µ µ
= + +

µ µ µ µ µ µ µ
µ µ µ µ µ µ µ
= + +

µ µ µ µ µ µ µ

                                             (1.17) 

iv) Cho ph®p Ľ֡i biԒn 
u u(x, y)
v v(x, y)
=ë

ì =í
 biԒn m֣i ĽiԜm (x, y) DÍ  th¨nh ĽiԜm 

(x, y) (u(x, y), v(x, y))j = ÍD , ma trԀn  

u v
x xJ
u v
y y

µ µå õ
æ öµ µæ ö=
µ µæ ö
æ öµ µç ÷

  

g֙i là ma trԀn Jacobi cֳa ph®p Ľ֡i biԒn u u(x,y), v v(x, y)= = .  
ņ֗nh thֵc cֳa ma trԀn J g֙i l¨ Ľ֗nh thֵc Jacobi hay Jacobian cֳa ph®p Ľ֡i 

biԒn, kĨ hi֓u là D(u,v)
D(x,y)

: 

( )
( )

u u
x yD u,v

det
v vD x, y
x y

µ µè ø
é ùµ µé ù=
µ µé ù
é ùµ µê ú

.                                                    (1.18) 

NhԀn x®t kĨ hi֓u:  Các biԒn tham gia ֫ tֹ: Ch֕ hàm s֝ 
                       Các biԒn tham gia ֫ mӾu: Ch֕ Ľ֝i s֝ 

Ví dλ 1.12. T²nh ĽӴo hàm cֳa hàm s֝ h֯p 

i) 2 2z ln(u v )= +  v֧i u xy, v x / y= = ;    ii) xy 2 2z e ln(x y )= + . 

Giͩi. i)  2 2 2 2
z z u z v 2u 2v 1 2.y . ...
x u x v x y xu v u v
µ µ µ µ µ
= + = + = =

µ µ µ µ µ + +
; 

4

2 2 2 2 2 4
z z u z v 2u 2v x 2(y 1)x ...
y u y v y u v u v y y(y 1)

å õµ µ µ µ µ -
= + = + - = =æ ö

µ µ µ µ µ + + +ç ÷
. 
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ii) Thֽc ra, khi ĽӴo hàm ta không cӺn viԒt ra c§c hàm trung gian u, v, w..., 
nên viԒt trֽc tiԒp theo c§c biԒn cu֝i cùng x, y, z ...                      # 

Sχ bͫt biΔn dͧng cνa vi ph©n  
Xét z f (u,v)= ,  u, v là hai biԒn Ľ֥c lԀp. Khi Ľ· 

f fdz du dv
u v
µ µ
= +
µ µ

.                                                               (*) 

VӾn x®t z f (u,v)=  nhҼng v֧i u, v là biԒn phֱ thu֥c: 
u u(x, y), v v(x, y)= = .  

z f (u(x, y),v(x, y)).Ý =  Áp dֱng (*): 
f fdz dx dy
x y
µ µ
= +
µ µ

. 

Tַ ch֣ f f u f v
x u x v x
µ µ µ µ µ
= +

µ µ µ µ µ
, ..., thay v¨o ĽҼ֯c 

f u f v f u f vdz dx dy
u x v x u y v y

f u f f v vdx dy dx dy
u x y v x y

å õµ µ µ µ µ µ µ µå õ= + + +æ ö æ öµ µ µ µ µ µ µ µç ÷ ç ÷
å õ å õµ µ µ µ µ µ

= + + +æ ö æ öµ µ µ µ µ µç ÷ ç ÷

 

       f fdu dv
u v
µ µ
= +
µ µ

.                                                         (**) 

NhҼ vԀy c¹ng thֵc (**) cùng dӴng v֧i (*).  
Ta nói: Vi phân cӸp m֥t bӸt biԒn dӴng (c· cùng dӴng (*) dù là biԒn Ľ֥c lԀp 

hay biԒn phֱ thu֥c). 
Áp dλng.  
NԒu u u(x, y), v v(x, y)= =  là các hàm khӶ vi thì 

( )d u v du dv;° = °         d(uv) udv vdu;= °  

2
u vdu udvd
v v

-å õ =æ ö
ç ÷

;        df (u) f (u)du¡= .                             (1.19) 

Các công thֵc n¨y Ľ¼ng cho u, v l¨ biԒn Ľ֥c lԀp n°n Ľ¼ng cho u, v l¨ biԒn 
phֱ thu֥c. 

Ví dλ 1.13. Tính vi phân cֳa c§c hàm s֝ sau 

i) 
2yz arcsin ;

x
=            ii) 2z arc tan (xy )= . 

Giͩi.  

i) 
2 2

22 2 4 2 42

1 y x 2xydy y dx y( ydx 2x dy)dz d
x xx y x x yy1

x

å õ - - += = =æ ö
ç ÷ - -å õ

- æ ö
ç ÷

. 
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ii) 2 2
2 2 2 4

1 1dz d(xy ) (y dx 2xydy)
1 (xy ) 1 x y
= = +
+ +

.  

 
1.2.4. ņӴo hàm hàm s֝ Ӽn  
a. Khái niΜm (*). Cho trҼ֧c m֥t h֓ thֵc giֻa hai biԒn x và y: 

F(x,y) = 0.                                                                               (1.20) 
NԒu v֧i m֙i gi§ tr֗ 0x  trong m֥t khoӶng n¨o Ľ·, c· m֥t (hoԊc m֥t s֝) gi§ 

tr֗ 0y  sao cho 

0 0F(x , y ) 0=  
thì ta nói rԄng h֓ thֵc (1.20) x§c Ľ֗nh m֥t (hoԊc m֥t s֝) hàm ͯn y theo x: 
y y(x)=  trong khoӶng Ӹy. 

VԀy hàm s֝ y f (x)=  ĽҼ֯c x§c Ľ֗nh m֥t c§ch Ӽn b֫i h֓ thֵc (1.20) nԒu khi 
thԒ y f (x)=  v¨o (1.20), ta ĽҼ֯c Ľ֟ng nhӸt thֵc: f (x,y(x)) 0= .   

Ví dֱ. 
2 2

2 2
x y 1
a b
+ = , 2 2ay a x

b
Ý = -  và 2 2ay a x

b
= - - ,  

x ( a, a)Í - . Ta nói h֓ thֵc 
2 2

2 2
x y 1
a b
+ =  x§c Ľ֗nh 2 hàm Ӽn trong khoӶng ( a, a)- .  

Không phӶi l¼c nào cȈng tìm ĽҼ֯c biԜu thֵc tҼ֩ng minh. ChԆng hӴn, ta 
không thԜ giӶi x qua y hay y qua x tַ biԜu thֵc y xx y 1 (x, y 0)= + > , mԊc dӺu 
t֟n tӴi m֝i quan h֓ hàm (Ӽn) tַ ràng bu֥c này.  

Hàm Ӽn vַa n·i tַ 1 ràng bu֥c, ràng bu֥c c· 2 biԒn.  
M֫ r֥ng: Tַ 1 (2, 3...) ràng bu֥c, c§c ràng bu֥c c· nhiԚu biԒn. ChԆng hӴn 
* H֓ hai phҼҺng trình 

F(x, y,z, u, v) 0
G(x,y, z,u, v) 0

=ë
ì =í

                                       (1.22) 

NԒu tַ Ľ©y c· thԜ giӶi ra ĽҼ֯c m֥t (hoԊc m֥t s֝) cԊp hàm  
u u(x, y,z)
v v(x, y, z)
=ë

ì =í
                                                                         (1.23) 

x§c Ľ֗nh trong m֥t miԚn 2G Ë y  n¨o Ľ·, sao cho khi thay v¨o (1.22) ta nhԀn 
ĽҼ֯c nhֻng Ľ֟ng nhӸt thֵc, thì ta nói (1.22) xác Ľ֗nh m֥t (hoԊc m֥t s֝) cԊp hàm 
Ӽn u, v cֳa 3 biԒn x, y, z . 

Nói chung, khi n biԒn Ľ֥c lԀp ĽҼ֯c liên kԒt v֧i nhau b֫i m ràng bu֥c 
(0 m n)< < , thì có nhiԚu nhӸt m biԒn trong ch¼ng là hàm cֳa c§c biԒn còn lӴi.  

b. C§ch t²nh Ľͧo hàm hàm ͯn 
ņΠnh l² 1.7. ņ֗nh lĨ t֟n tӴi và khӶ vi cֳa hàm Ӽn: Xem [1] 
GiӶ sֹ c§c ĽiԚu ki֓n cֳa ņ֗nh l² 1.7 thoӶ mãn, thay y = f(x) vào (1.20) thì 

F(x, y(x)) 0=  v֧i m֙i x Ľֳ gӺn 0x . LӸy ĽӴo hàm 2 vԒ theo x:  

x yF (x, y(x)) F (x, y(x))y (x) 0¡ ¡ ¡+ = ( ) x

y

F (x,y(x))y x
F (x, y(x))
¡

¡Ý = -
¡

, 
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hay viԒt g֙n: 
F

dy(x) x
Fdx
y

µ
µ= -
µ
µ

.                                                                          (1.24) 

ņΠnh l² 1.8. Cho F(x,y,z) là hàm ba biԒn x§c Ľ֗nh trên tԀp m֫ 3G Ë y , 
0 0 0(x , y ,z ) GÍ  sao cho 0 0 0F(x , y ,z ) 0= . GiӶ sֹ rԄng hàm F liên tֱc và có các 

ĽӴo hàm riêng x y zF , F , F¡ ¡ ¡  liên tֱc tӴi l©n cԀn 0 0 0(x , y ,z ) . HҺn nֻa, giӶ sֹ rԄng 

z 0 0 0F (x , y ,z ) 0¡ ¸ .  
Khi Ľ· t֟n tӴi  hàm Ӽn z z(x, y)=  tӴi m֥t l©n cԀn cֳa 0 0(x , y ) , liên tֱc, khӶ 

vi liên tֱc tӴi l©n cԀn 0 0(x , y )  và 0 0 0z(x , y ) z= . 
ņԜ t²nh c§c ĽӴo hàm riêng cֳa z(x,y), ta thay z z(x, y)=  vào (1.21):  

F(x, y, z(x,y)) 0=  v֧i m֙i (x,y) trong  l©n cԀn 0 0(x , y ) . 
LӸy ĽӴo hàm hai vԒ theo biԒn x, r֟i theo biԒn y ta ĽҼ֯c 

F F z 0
x z x
F F z 0.
y z y

µ µ µë + =îµ µ µî
ìµ µ µî + =
µ µ µîí

.  

Do zF 0¡ ¸ , ĽiԚu này dӾn ĽԒn  

FF
z z yx , .F Fx y

z z

µµ
µ µ µµ= - = -

µ µµ µ
µ µ

                                               (1.25) 

Ví dλ 1.14. T²nh c§c ĽӴo hàm riêng cֳa hàm Ӽn z z(x, y)=  x§c Ľ֗nh tַ 
phҼҺng trình z 2 3F(x, y,z) e xy x z 1 0= + + + - = . 

Giͩi. x
z

z

z F y 2x
x F e 3z

¡µ +
= - = -

¡µ +
,     y

z
z

Fz x
x F e 3z

¡µ
= - = -

¡µ +
.                          #    

1.2.5. ņӴo h¨m theo hҼ֧ng - Gradient 
BΫ ĽΖ. 

d
^  l¨ v®c tҺ ĽҺn v֗ Ú  (cos , cos , cos )= a b g

d
^ ,  

( , ,a b g  lӺn lҼ֯t là góc h֯p b֫i 
d
^  v֧i c§c tia Ox, Oy, Oz ) 

ņΠnh nghǫa. Cho h¨m u(x,y,z) x§c Ľ֗nh trong tԀp m֫ 3D ,Ë y  

0 0 0 0M (x , y ,z ) DÍ , (a,b,c)=
d
^  l¨ v®c tҺ ĽҺn v֗. NԒu hàm m֥t biԒn  

0 0 0F(t) u(x ta, y tb, z tc)= + + +   

c· ĽӴo hàm tӴi t 0=  thì F (0)¡  ĽҼ֯c g֙i là Ľͧo h¨m theo h̯αng 
d
^  cֳa hàm 

u(x,y,z)  tӴi M0, kí hi֓u là 0 0 0u(x , y , z )µ
µ
d
^

 (hay 0u(M )µ
µ
d
^

). 

CÁCH NH֦! 

CÁCH NH֦! 
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Bây gi֩ lӸy i (1,0,0)= =
d d
^  l¨ v®c tҺ ĽҺn v֗ cֳa trֱc Ox thì 

0 0 0F(t) u(x t, y ,z ),= +  x 0 0 0F (0) u (x , y ,z )¡ ¡= . VԀy:  

ņӴo h¨m theo hҼ֧ng i
d

 bԄng ĽӴo hàm riêng theo biԒn x:  u u
xi

µ µ
=
µµ

d . 

TҼҺng tֽ, u u u u,
y zj k

µ µ µ µ
= =
µ µµ µ

d d . 

* LҼu ý rԄng 0t 0 M M­ Ú ­  theo hҼ֧ng 
d
^ . VԀy, Ľao h¨m theo hҼ֧ng 

d
^  biԜu th֗ t֝c Ľ֥ biԒn thiên cֳa hàm s֝ theo hҼ֧ng Ľ·. 

ņΠnh nghǫa. NԒu 
d
^  kh¹ng l¨ v®c tҺ ĽҺn v֗ ( | | 1¸

d
^ ), g֙i 0 =

dd ^^ d
^

 l¨ v®c tҺ 

ĽҺn v֗ cֳa 
d
^ ; ĽԊt 

0

u uµ µ
=

µ µ
d d
^ ^

. 

Chúng ta có thԜ tֽ hiԜu ĽӴo h¨m theo hҼ֧ng trong 2y . 
ņΠnh lĨ 1.10. NԒu hàm s֝ u u(x, y,z)=  khӶ vi tӴi ĽiԜm 0 0 0 0M (x , y ,z )  thì 

tӴi Ľ· c· ĽӴo hàm theo m֙i hҼ֧ng 
d
^  và  

0 0 0 0u(M ) u(M ) u(M ) u(M )cos + cos cos
x y z

µ µ µ µ
= a b+ g
µ µ µµ

d
^

        (1.29) 

trong Ľ· , ,a b g  là góc tӴo b֫i 
d
^  v֧i c§c trֱc Ox, Oy, Oz . 

Chοng minh. Vì u(x,y,z) khӶ vi tӴi M0 nên  

[ ]0 0 0 0 0 0
F(t) F(0) 1 u(x t cos ,y t cos ,z t cos ) u(x , y , z )

t t
-

= + a + b + g -  

          x 0 x 0 x 0
1[u (M ) t cos u (M ) t cos u (M ) t cos
t

P t cos Q t cos R t cos ]

¡ ¡ ¡= a + b + g

+ a + b + g
 

trong Ľ· P, Q, R 0 khi t 0­ ­ .  
Qua gi֧i hӴn khi t 0­  ta ĽҼ֯c Ľpcm.                                                Ϋ 

HΜ quͩ. u u
( )
µ µ
= -

µ - µ
d d
^ ^

. 

* Gradient 
ņΠnh nghǫa. Gradient cֳa hàm u tӴi M0 l¨ v®c tҺ, ký hi֓u b֫i 0grad u(M )

ggggd
, 

x§c Ľ֗nh nhҼ sau 

0 0 0
0

u(M ) u(M ) u(M )grad u(M ) , ,
x y z

å õµ µ µ
= æ öµ µ µç ÷

ggggd
                      (1.30) 

(GiӶ sֹ c§c ņHR t֟n tӴi) 

NhҼ vԀy: 0 0 0
0

u(M ) u(M ) u(M )grad u(M ) i j k
x y z

µ µ µ
= + +
µ µ µ

ggggd d d d
.  
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HΜ quͩ. Cho u(x, y,z)  khӶ vi tӴi 0 0 0 0M (x , y ,z ) . Khi Ľ· 

(i)  0
0

u(M ) grad u(M )µ
=

µ

ggggd d
d Y ^
^

; 

(ii)  0
0 0

u(M )grad u(M ) grad u(M )µ
- ¢ ¢

µ

ggggd ggggd
d
^

.                     (1.31)                                      

Chοng minh. (cos , cos ,cos )= a b g
d
^ , (i) trֽc tiԒp suy ra tַ (1.29).  

Ta nhԀn ĽҼ֯c (ii) tַ ch֣  

( )¬
0 0 0grad u(M ) grad u(M ) cos grad u(M ),=

ggggd ggggd ggggdd d d
Y ^ ^ ^ .                  Ϋ 

HΜ quͩ. Cho u là hàm khӶ vi tӴi 0M . Giá tr֗ cֽc ĽӴi cֳa ĽӴo hàm theo 

hҼ֧ng 0u(M )µ
µ
d
^

 là  

2 2 2
0 x y zgrad u(M ) (u ) (u ) (u )¡ ¡ ¡= + +

ggggd
,  

xӶy ra khi 
d
^  cùng chiԚu v֧i 0gradu(M )

ggggd
. 

0grad u(M )
ggggd

 l¨ hҼ֧ng m¨ theo Ľ·, tӴi M0 hàm s֝ biԒn thiên nhanh nhӸt: 

+ Theo hҼ֧ng grad u
ggggd

: H¨m tŁng nhanh nhӸt; 

+ Theo hҼ֧ng -grad u
ggggd

: Hàm giӶm nhanh nhӸt. 
NԒu u(x,y,z) là nhi֓t Ľ֥ cֳa chӸt ĽiԜm M(x,y,z) thì: 

Khi di chuyԜn theo hҼ֧ng grad u
ggggd

, chӸt ĽiԜm ĽԒn ch֣ Ӹm hҺn nhanh nhӸt;  
                       Theo hҼ֧ng ngҼ֯c lӴi, sԐ ĽԒn ch֣ lӴnh hҺn nhanh nhӸt.  

Ví dλ 1.15. Cho hàm s֝ 3 3 3u x y z 3xyz= + + + ;  tính grad u
ggggd

 và uµ
µ
d
^

 tӴi 

( )0M 1,2 1-  biԒt 
d
^  l¨ v®c tҺ ĽҺn v֗ cֳa 0 1M M

ggggggd
 v֧i ( )1M 2,0,1= . 

Giͩi. 

2
x

2 2 2 2
y

2
z

u 3x 3yz

u 3y 3zx grad u 3(x yz, y zx, z xy)

u 3z 3xy

ë ¡ = +
îî ¡ = + Ý = + + +ì
î
¡ = +îí

ggggd
. 

+ 0grad u(M ) 3( 1,3,3)= -
ggggd

. 

+ ( ) 0 1
0 1

0 1

M M (1, 2,2) 1 2 2M M 1, 2,2 , ,
M M 3 3 3 3

- å õ= - Ý = = = -æ ö
ç ÷

ggggggdggggggd d
^  

0
0

u(M ) 1 2 2.grad u(M ) 3 1. 3. 3. 1
3 3 3

µ è øå õ= = - + - + = -æ öé ùµ ç ÷ê ú

ggggdd
d ^
^

. 

Suy ra 0
0 0

u(M ) grad u(M ) grad u(M ) 3 19µ
¢ = =

µ

ggggd ggggdd
d ^
^

. 

                      DӸu ñ=ò xӶy ra khi 0grad u(M )= °
ggggdd

^ .                                       # 
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Chֻa bài tԀp (1 tiԒt)  13(b,   c);   24(c);   26(d);   33   
b) ThӶo luԀn - Sֽ gi֝ng, kh§c nhau cֳa x dx; y dyD ª D ª  

- NhԂc lӴi c§c c¹ng thֵc vi ph©n hàm Ӽn 
- ņҼa ra 1 h¨m m¨ bӴn th²ch, t²nh grad

ggggd
 tӴi ĽiԜm t֡ng qu§t, 

tӴi ĽiԜm ĽԊc bi֓t 
c) Tֽ h֙c 
 

- ChuӼn b֗ cho bài m֧i: ņӴo hàm, vi phân cӸp cao, CT 
Taylor.  

d) Bài tԀp chuӼn 
b֗ t֝i thiԜu 

Các bài tԀp còn lӴi  

Tài li֓u  Tài li֓u [1], tr .... 
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Bài giӶng 3: Hàm s֝ nhiԚu biԒn s֝ (tiԒp) 
ChҼҺng, mֱc: 1  
TiԒt thֵ: 11-15      TuӺn thֵ: 3  
Mλc Ľ²ch, yêu cͭu:     
¶ KiԜm tra kiԒn thֵc, rèn luy֓n k׃ nŁng t²nh ĽӴo h¨m ri°ng, vi ph©n, ĽӴo 

hàm hàm Ӽn, ĽӴo h¨m theo hҼ֧ng. 

¶  NԂm ĽҼ֯c ņL Schwarz vԚ Ľ֡i thֵ tֽ lӸy ņH khi t²nh ņH riêng cӸp cao 

¶  ThuӺn thֱc t²nh vi ph©n cӸp 2 cֳa hàm 2, 3 biԒn.  

¶ NԂm ĽҼ֯c QT tìm cֽc tr֗ cֳa hàm 2, 3 biԒn. Xֹ lĨ trong trҼ֩ng h֯p ĽԊc 
bi֓t 

¶  NԂm chԂc phҼҺng ph§p nh©n tֹ Lagrange ĽԜ tìm CT ĽiԚu ki֓n 

¶ Tìm ĽҼ֯c GTLN, GTNN cֳa m֥t s֝ h¨m ĽҺn giӶn 
- Hình thοc tΫ chοc dͧy hΣc: 

Hình thֵc chֳ yԒu: LĨ thuyԒt, thӶo luԀn - tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu 
- Thγi gian:  

Lý thuyԒt, thӶo luԀn: 5t - Tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu: 5t 
- ņΠa ĽiΘm: 

GiӶng ĽҼ֩ng do P2 ph©n c¹ng. 
- Nίi dung ch²nh: 

Chֻa bài tԀp phӺn  ņӴo hàm – Vi phân 
Ä1.2 ņӴo hàm – Vi phân 
§1.3 Cֽc tr֗ 
§1.4 Giá tr֗ LN, NN 

 
  

Ä 1.2. ņӳO HÀM - VI PHÂN 
1.2.6. ņӴo hàm và vi phân cӸp cao  

ņΠnh nghǫa. GiӶ sֹ x yf (x,y), f (x, y)¡ ¡  t֟n tӴi trong tԀp m֫ 2D Ë y . NhҼ 
vԀy, c§c ĽӴo hàm riêng cӸp m֥t là nhֻng hàm s֝. 

ņӴo hàm riêng cֳa ĽӴo hàm riêng cӸp m֥t, nԒu t֟n tӴi, g֙i là Ľͧo hàm 
riêng cͫp hai. C· 4 ĽӴo hàm riêng cӸp hai: 

2 2

xx yx2

2 2

xy yy2

f f f ff (x, y), f (x,y),
x x x y y xx

f f f ff (x, y), f (x, y).
y x x y y y y

å õµ µ µ µ µ µå õ ¡¡ ¡¡= = = =æ ö æ öµ µ µ µ µ µµç ÷ ç ÷

å õµ µ µ µ µ µå õ ¡¡ ¡¡= = = =æ ö æ öµ µ µ µ µ µ µç ÷ ç ÷

 

Cֵ thԒ ta Ľ֗nh nghǫa cho c§c ĽӴo hàm riêng cӸp cao hҺn. 

Ví dλ 1.16. T²nh c§c ĽӴo hàm riêng cӸp hai cֳa hàm s֝ ( )2z x ln x y= + . 
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2 2

x y
x xz 2x ln(x y) , z .

x y x y
¡ ¡= + + =

+ +
 

2 2

xx xy yy2 2 2
3x x(x 2y) xz 2ln(x y) , z , z .

(x y) (x y) (x y)
-¡ ¡¡ ¡¡= + + = = -

+ + +
    # 

ņΠnh l² 1.11 (Schwarz). NԒu trong m֥t l©n cԀn cֳa ĽiԜm 0 0(x , y )  t֟n tӴi 
c§c ĽӴo hàm riêng h֣n h֯p xy yxf (x, y), f (x, y)¡¡ ¡¡  v¨ c§c ĽӴo hàm riêng này liên tֱc 
tӴi 0 0(x , y )  thì chúng bԄng nhau tӴi 0 0(x , y ) :   

xy 0 0 yx 0 0f (x , y ) f (x , y )¡¡ ¡¡= .                                                       (1.32) 

NhҼ vԀy, v֧i c§c ĽiԚu ki֓n cֳa Ľ֗nh lĨ, ĽӴo hàm riêng h֣n h֯p kh¹ng phֱ 
thu֥c vào thֵ tֽ lӸy ĽӴo h¨m. ņ֗nh lĨ còn Ľ¼ng cho trҼ֩ng h֯p s֝ biԒn n 3²  
cȈng nhҼ cӸp c§c ĽӴo hàm riêng h֣n h֯p 3² . 

Vi phân cͫp cao. GiӶ sֹ ta Ľã tính ĽҼ֯c vi ph©n cӸp m֥t x ydf f dx f dy¡ ¡= + . 

Vi phân cֳa df - khi coi dx, dy là nhֻng hԄng s֝ - nԒu t֟n tӴi, ĽҼ֯c g֙i là vi 
phân cͫp hai cֳa z, k² hi֓u 2d f : 

2
x xd f d(df ) d(f dx f dy)¡ ¡= = + .                                               (1.33) 

Cֵ nhҼ vԀy, ta Ľ֗nh nghǫa vi ph©n cӸp cao hҺn 
Công thοc t²nh. Khi x, y là nhֻng biԒn Ľ֥c lԀp, c§c s֝ gia dx x,= D  

dy y= D  không phֱ thu֥c vào x, y. GiӶ sֹ t֟n tӴi 2d f  thì  
2

x yd f d(df ) d(f dx f dy)¡ ¡= = +  

  
x y x x y y

2 2
xx yx xy yy

(f dx f dy) dx (f dx f dy) dy

f (dx) (f f )dx dy f (dy) .

¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡= + + +

¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡= + + +
 

GiӶ sֹ xy yxf , f¡¡ ¡¡  liên tֱc, khi Ľ· ch¼ng bԄng nhau. VԀy 
2 2 2

xx xy yyd f f (dx) 2f dx dy f (dy)¡¡ ¡¡ ¡¡= + + .                                 (1.34) 

Công thֵc tҼ֯ng trҼng  
2

2d f dx dy f
x y

å õµ µ
= +æ öµ µç ÷

                                                     (1.35)        

TҼҺng tֽ  
n

nd f dx dy f
x y

å õµ µ
= +æ öµ µç ÷

.                                                     (1.36) 

XӶy ra c¹ng thֵc tҼҺng tֽ cho hàm nhiԚu biԒn hҺn,  
2

2d f (x, y,z) dx dy dz f
x y z

å õµ µ µ
= + +æ öµ µ µç ÷

 

2 2
2 2

2 2
f fdx dy

x y
µ µ
= +
µ µ

2 2 2 2
2

2
f f f fdz 2 dxdy 2 dxdz 2 dydz

x y x z y zz
µ µ µ µ
+ + + +

µ µ µ µ µ µµ
. 
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NԒu x, y kh¹ng là biԒn Ľ֥c lԀp thì gi֝ng trҼ֩ng h֯p m֥t biԒn, bӸt biԒn 
dӴng kh¹ng còn Ľ֝i v֧i vi ph©n cӸp cao. 

Ví dλ 1.17. Cho z là hàm cֳa x, y x§c Ľ֗nh tַ x zln 1
z y
= + . Tính 2dz,d z . 

Giͩi. Có thԜ t²nh c§c ĽӴo hàm riêng r֟i thay vào công thֵc t²nh vi ph©n. 
Song c§ch sau ĽҺn giӶn hҺn. GiӶ sֹ yz 0> , vi phân 2 vԒ phҼҺng trình Ľã cho, 
d½ng (1.19) thu ĽҼ֯c: 

2 2
zdx xdz y ydz zdy

zz y

å õ- -
= æ ö
ç ÷

  

2yzdx xydz yzdz z dy 0Ú - = - =                       

( )z(ydx zdy)dz yz 0;x z
y(x z)
+

Ý = > ¸ -
+

               (*) 

Vi phân hai vԒ (*) r֟i r¼t g֙n dӾn ĽԒn: 
2 2

2
2 3

z (ydx xdy)d z
y (x z)
-

= -
+

.                                                               # 

1.2.7. Công thֵc Taylor  
ņΠnh l² 1.12. GiӶ sֹ hàm z f (x, y)=  c· c§c ĽӴo hàm riêng liên tֱc ĽԒn cӸp 

n 1+  trong m֥t e -lân cԀn n¨o Ľ· cֳa ĽiԜm 0 0 0M (x , y ) . GiӶ sֹ 

0 0M(x x, y y)+ D +D  cȈng thu֥c e -lân cԀn Ľ·. Khi Ľ· xӶy ra ĽԆng thֵc 

1 2
0 0 0 0 0 0 0 0

1f (x x, y y) f (x , y ) d f (x ,y ) d f (x , y ) . ..
2!

+ D + D = + + +  

n (n 1)
0 0 0 0

1 1d f (x , y ) d f (x x, y y),
n! (n 1)!

++ + + qD + qD
+

 

                                  (0< < 1q ).                                           (1.37) 
Khi dùng lȈy thַa tҼ֯ng trҼng, ta c· thԜ viԒt lӴi (1.37) dҼ֧i dӴng 

kn

0 0
k 1

1f (M) f (M ) x y f (M )
k! x y=

å õµ µ
= + D + Dæ öµ µç ÷

ä  

              
( )

n 1

1
1 x y f (M )

n 1 ! x y

+
å õµ µ

+ D + Dæ ö+ µ µç ÷
               (1.38)   

                                     ( 1M  thu֥c  ĽoӴn 0 1M M ).  
hay viԒt phӺn dҼ dӴng Peano: 

kn

0 0
k 1

1f (M) f (M ) x y f (M )
k! x y=

å õµ µ
= + D + Dæ öµ µç ÷

ä  

                          + ( )n2 2( x, y). x ya D D D + D                             (1.39) 

v֧i             
( x, y) (0,0)

lim ( x, y) 0
D D ­

a D D = . 
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ņԊc bi֓t, v֧i n = 1 ta ĽҼ֯c c¹ng thֵc s֝ gia gi֧i n֥i cho hàm nhiԚu biԒn 

1 1
0

f (M ) f (M )f (M) f (M ) x y
x y

µ µ
- = D + D

µ µ
                             (1.40)    

1M  l¨ ĽiԜm tr°n ĽoӴn thԆng 0MM .     

Chοng minh. (Xem [1]) 

§ 1.3. CּC TR֖   

1.3.1. Cֽc tr֗ Ľ֗a phҼҺng cֳa hàm nhiԚu biԒn 

ņΠnh nghǫa. 2z f (x, y), (x, y) D= Í Ë y , 0 0 0M (x , y )  là m֥t ĽiԜm trong 
cֳa D. GiӶ sֹ U là m֥t l©n cԀn Ľֳ nh֛ cֳa 0M .  

* M U" Í  mà 0f (M) f (M )²  thì: 

0M  g֙i là ĽiΘm cχc tiΘu cֳa hàm f(x,y);  
H¨m f(x,y) ĽҼ֯c g֙i là Ľͧt cχc tiΘu tӴi 0M ,  

0f (M )  g֙i là giá trΠ cχc tiΘu. 
* TҼҺng tֽ v֧i cֽc ĽӴi. 
ņiԜm cֽc tiԜu, cֽc ĽӴi g֙i chung là ĽiΘm cχc trΠ; giá tr֗ cֽc ĽӴi, gi§ tr֗ cֽc 

tiԜu g֙i chung là cχc trΠ.  

 
Hình 1.8. Cχc trΠ ĽΠa ph̯̭ng cνa hàm 2 biΔn 

Ví dλ 1.18. Xét cֽc tr֗ hàm s֝ 2 2z x 2x y 4y 7= + + - + . 

G. 2 2z (x 1) (y 2) 2 2= + + - + ² . DӸu bԄng ĽӴt ĽҼ֯c x 1, y 2Ú = - = . VԀy 
( 1, 2)-  l¨ ĽԜm cֽc tiԜu cֳa hàm s֝ Ľã cho, CTz z( 1,2) 2= - = .             # 

ņΠnh l² 1.13 (ņiΖu kiΜn cͭn cνa cχc trΠ). GiӶ sֹ hàm s֝ z f (x, y)=  ĽӴt cֽc 

tr֗ tӴi 0 0 0M (x , y ) , và tӴi Ľ· t֟n tӴi c§c ĽӴo hàm riêng 0 0f (M ) f (M ),
x y

µ µ
µ µ

. Khi Ľ·  

0 0f (M ) f (M ) 0
x y

µ µ
= =

µ µ
.                                                          (1.41) 

                    z 
 
 
 
 
 
                   O                              0y              y 
 
 
       0x  
 

      D 
               0M  
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Chú ý. * ņiԚu ngҼ֯c lӴi kh¹ng Ľ¼ng. Cֱ thԜ là: Có thԜ tӴi 0 0(x , y ) , cӶ hai 
ĽӴo hàm riêng tri֓t tiêu ( x yf f 0¡ ¡= = ), nhҼng h¨m s֝ kh¹ng ĽӴt cֽc tr֗ tӴi 

0 0(x , y ) . 
* Ta ch֕ vi֓c tìm cֽc tr֗ tӴi nhֻng ĽiԜm tӴi Ľ·: 

+ f f 0
x y
µ µ
= =

µ µ
:  ĽiԜm dַng 

+ HoԊc $/  ít nhӸt m֥t trong c§c ĽӴo hàm riêng  

} ĽiΘm tαi hͧn (nghi ng֩ CT). 

ņΠnh l² 1.14 (ņiΖu kiΜn Ľν cνa cχc trΠ). Cho D là m֥t tԀp m֫ cֳa 2y . GiӶ 
sֹ hàm hai biԒn z f (x, y), (x, y) D= Í  c· c§c ĽӴo hàm riêng cӸp hai liên tֱc 
trong m֥t l©n cԀn n¨o Ľ· cֳa ĽiԜm dַng 0 0(x , y ) DÍ .  Coi vi phân cӸp hai 

2 2 2
2 2 20 0 0 0 0 0

o o 2 2
f (x ,y ) f (x , y ) f (x , y )d f (x , y ) dx 2 dx dy dy

x yx y
µ µ µ
= + +

µ µµ µ
  

là dӴng to¨n phҼҺng cֳa c§c biԒn dx, dy.  

i) NԒu 2
o od f (x , y )  x§c Ľ֗nh dҼҺng thì f ĽӴt cֽc tiԜu tӴi 0M . 

ii) NԒu 2
o od f (x , y )  x§c Ľ֗nh ©m thì f ĽӴt cֽc ĽӴi tӴi 0M . 

iii) NԒu 2
o od f (x , y )  Ľ֡i dӸu thì 0M  kh¹ng l¨ ĽiԜm cֽc tr֗.  

L̯u ý. NԒu 2
o od f (x , y )  suy biԒn (t֟n tӴi dx, dy kh¹ng Ľ֟ng th֩i bԄng 0 ĽԜ       

2
0 0 0d f (x , y , z ) 0= ) thì chҼa c· kԒt luԀn.  

Chοng minh (ἁ). (Xem tài li֓u [1]) 
Nhͻn x®t. ņԊt  

2 2 2
0 0 0

2 2
f (M ) f (M ) f (M )A , B , C ,

x yx y
µ µ µ
= = =

µ µµ µ
 

2B AC.D = -                                                                          (1.42) 

Ma trԀn cֳa dӴng to¨n phҼҺng 2
o od f (x , y )  là 

A B
B C
è ø
é ù
ê ú

. 

Tַ ņӴi s֝ tuyԒn t²nh ta biԒt rԄng dӴng to¨n phҼҺng x§c Ľ֗nh dҼҺng khi v¨ 
ch֕ khi tӸt cӶ c§c Ľ֗nh thֵc con ch²nh cֳa n· dҼҺng; x§c Ľ֗nh ©m khi và ch֕ khi 
c§c Ľ֗nh thֵc con ch²nh Ľ֡i dӸu, Ľ֗nh thֵc con ch²nh thֵ nhӸt ©m. Tַ Ľ·  

ņΠnh lĨ 1.14'. GiӶ sֹ xӶy ra các giӶ thiԒt cֳa ņ֗nh lĨ 1.14. Khi Ľ·  
i) NԒu 0; A 0 ( C 0)D < > Ú >  thì f ĽӴt cֽc tiԜu tӴi 0M . 

ii) NԒu 0; A 0 ( C 0)D < < Ú >  thì f ĽӴt cֽc ĽӴi tӴi 0M . 
iii) NԒu 0D >  thì 0M  kh¹ng l¨ ĽiԜm cֽc tr֗.   
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Hình 1.9. ņiΘm yên ngχa 

L̯u ý. Khi 0,D =  chҼa c· kԒt luԀn: Hàm f có thԜ ĽӴt, cȈng c· thԜ  kh¹ng 
ĽӴt cֽc tr֗ tӴi 0M . 

ņԜ ti֓n l֯i, ngҼ֩i ta g֙i ĽiԜm 0M  ֫ trҼ֩ng h֯p iii) là ĽiΘm yên ngχa 
(saddle point) (xem Hình 1.9a, b), dù rԄng thֽc ra tình hu֝ng nhҼ ֫ Hình 1.9a 
m֧i Ľ§ng g֙i l¨ nhҼ thԒ. 

T֡ng qu§t cho trҼ֩ng h֯p s֝ biԒn l֧n hҺn 2.  

ņΠnh l² 1.15. Cho D là m֥t tԀp m֫ trong 3y . GiӶ sֹ hàm z f (x, y, z),=  
(x, y,z) DÍ  c· c§c ĽӴo hàm riêng cӸp hai liên tֱc trong m֥t l©n cԀn n¨o Ľ· cֳa 
ĽiԜm dַng 0 0 0 0M (x , y , z ) DÍ , tӴi Ľ·     

0 0 0 0 0 0 0 0 0f (x , y ,z ) f (x , y ,z ) f (x , y , z ) 0
x y z

µ µ µ
= = =

µ µ µ
.        (1.43) 

Xét dӴng to¨n phҼҺng cֳa c§c biԒn dx, dy, dz 
2

2
0 0 0 0 0 0d f (x , y ,z ) dx dy dz f (x , y ,z )

x y z
µ µ µå õ= + +æ öµ µ µç ÷

.  

Khi Ľ·, 

NԒu 2
0 0 0d f (x , y , z )  x§c Ľ֗nh dҼҺng thì 0 0 0(x , y ,z )  l¨ ĽiԜm cֽc tiԜu;  

NԒu 2
0 0 0d f (x , y , z )  x§c Ľ֗nh ©m thì 0 0 0(x , y ,z )  l¨ ĽiԜm cֽc ĽӴi; 

NԒu 2
0 0 0d f (x , y , z )  kh¹ng x§c Ľ֗nh thì 0 0 0(x , y ,z )  kh¹ng l¨ ĽiԜm cֽc 

tr֗.  

Ví dλ 1.19. Xét cֽc tr֗ cֳa hàm s֝ 3 3z x y 3xy= + - .  

Giͩi. 
2

x 0
2

1y

z 3x 3y 0 M (0,0)
M (1,1)z 3y 3x 0

ë ¡ = - = ëî Ýì ì
¡ = - = íîí

 l¨ c§c ĽiԜm dַng. 

xx xy yyz 6x; z 3; z 6y.¡¡ ¡¡ ¡¡= = - =  

+ TӴi 0M : A 0; B 3; C 0 9 0= = - = Ý D = > : Kh¹ng ĽӴt cֽc tr֗. 
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+ TӴi 1M : A 6; B 3; C 6 9 36 25 0= = - = Ý D = - = - < . 
 VԀy 1M  l¨ ĽiԜm cֽc tiԜu cֳa z (z ĽӴt cֽc tiԜu tӴi M1), CTz z(1,1) 5= = .#    

Ví dλ 1.20. Tìm cֽc tr֗ cֳa hàm s֝ 
2 2y z 2u x (x, y, z 0)

4x y z
= + + + > . 

Giͩi. ņiԜm dַng cֳa hàm s֝ x§c Ľ֗nh tַ h֓ 
2

x 2

2

y 2

z 2

yu 1 0
4x

y z 1u 0 M ,1,1
2x 2y
2z 2u 0
y z

ë
¡ = - =î

î
îî å õ¡ = - = Úì æ ö

ç ÷î
î
¡ = - =î

îí

  (ĽiԜm dַng duy nhӸt). 

2 2

xx xy xz yy yz zz3 2 3 2 3
y y 1 2z 2z 2 4u , u , u 0, u , u , u

2x y2x 2x y y z
¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡= = - = = + = - = +  

T²nh c§c ĽӴo hàm  riêng cӸp hai này tӴi M, dӾn ĽԒn 
2 2 2 2d u(M) 4dx 3dy 6dz 4dxdy 4dydz= + + - - . 

ņ©y l¨ dӴng to¨n phҼҺng cֳa c§c biԒn dx, dy, dz. Ma trԀn cֳa dӴng toàn 

phҼҺng n¨y l¨ 
4 2 0

A 2 3 2
0 2 6

-è ø
é ù= - -é ù
é ù-ê ú

. 

X®t c§c Ľ֗nh thֵc con ch²nh cֳa n·,  

1 2 3

4 2 0
4 2

A 4 0, A 8 0, A 2 3 2 32 0
2 3

0 2 6

-
-

= > = = > = - - = >
-

-
.  

VԀy A là ma trԀn x§c Ľ֗nh dҼҺng, tַ Ľ· 2d u(M)  x§c Ľ֗nh dҼҺng.  
(ņԜ chֵng t֛ t²nh x§c Ľ֗nh dҼҺng cֳa 2d u(M)  ta còn có thԜ d½ng c§ch sҺ 

cӸp hҺn sau Ľ©y :  
2 2 2 2

2 2 2 2 2

2
2 2

d u(M) 4dx 3dy 6dz 4dxdy 4dydz
1 14(dx 2. dxdy dy ) 2(dy 2dydz dz ) 4dz
2 4

14 dx dy 2(dy dz) 4dz 0.)
2

= + + - -

= - + + - + +

å õ= - + - + >æ ö
ç ÷

 

Vì vԀy h¨m u ĽӴt cֽc tiԜu tӴi M, CTu u(M) 4= = .                              # 
1.3.2. Giá tr֗ l֧n nhӸt - giá tr֗ nh֛ nhӸt cֳa hàm s֝ 

ņΠnh nghǫa. Cho hàm s֝ 2f (x, y), (x, y) DÍ Ë y .  
NԒu 0f (M) f (M ), M D¢ " Í , giá  tr֗ 0A f (M )=  ĽҼ֯c g֙i là giá trΠ lαn 

nhͫt (GTLN) - hay cχc Ľͧi toàn cλc - cֳa hàm f trên D. 
TҼҺng tֽ, ta Ľ֗nh nghǫa giá trΠ nhΥ nhͫt (GTNN) - hay cχc tiΘu toàn cλc. 
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Khi Ľã tìm ĽҼ֯c c§c ĽiԜm cֽc tr֗ (Ľ֗a phҼҺng), ta cӺn làm thêm các lí luԀn 
phֱ ĽԜ kiԜm tra xem ĽӸy c· phӶi l¨ ĽiԜm cֽc tr֗ toàn cֱc hay kh¹ng. 

Tr̯γng hιp 1: miΖn Ľ·ng, giαi nίi 
Chúng ta biԒt rԄng, nԒu hàm f liên tֱc trên miԚn Ľ·ng, gi֧i n֥i D thì ĽӴt 

GTLN - GTNN tr°n Ľ·. 
VԀy nԒu GTLN (GTNN) ĽӴt tӴi m֥t ĽiԜm trong cֳa D thì ĽiԜm trong Ľ· 

phӶi l¨ ĽiԜm t֧i hӴn. CȈng c· thԜ GTLN-GTNN ĽӴt ĽҼ֯c trên biên. DӾn ĽԒn quy 
tԂc sau. 

Quy tͽc (Tìm GTLN - GTNN trên miΖn Ľ·ng, giαi nίi) 
¶ Tìm nhֻng ĽiԜm t֧i hӴn bên trong cֳa D: 1 kM ,..., M ; 

¶ Tìm nhֻng ĽiԜm t֧i hӴn trên biên cֳa D: 1N ,...,N^   

¶ Tính giá tr֗ hàm s֝ tӴi c§c ĽiԜm này: 1 k 1f (M );... ; f (M ); f (N );...; f (N )^ ; 

¶ KԒt luԀn: GTLN - GTNN cֳa hàm là Max, Min các giá tr֗ nhԀn ĽҼ֯c.  

 
Hình 1.10. C§c ĽiΘm tαi hͧn bên trong và trên biên cνa miΖn Ľ·ng, giαi nίi 

Tr̯γng hιp 2: miΖn kh¹ng giαi nίi 
Các nhԀn x®t sau là có ích trong m֥t s֝ trҼ֩ng h֯p: 
+ 

0 0
0 0 (x,y) (x ,y )

(x , y ) : lim z(x, y)
­

$ = +¤ : Hàm s֝ kh¹ng ĽӴt GTLN; 

+ 
( )0 0

0 0
(x,y) x ,y

(x , y ) : lim z(x, y)
­

$ = -¤ : Hàm s֝ kh¹ng ĽӴt GTNN. 

(Ch֕ cӺn 0 0(x,y) (x , y )­  theo m֥t ĽҼ֩ng cong (L) n¨o Ľ·). 

+ z(z,y) liên tֱc trên 2y , 0 0(x , y )  l¨ ĽiԜm dַng duy nhӸt, 
2 2z(x, y) khi x y­ +¤ + ­¤ : 0 0(x , y )  l¨ ĽiԜm cֽc tiԜu.  

Ví dλ 1.21. Tìm GTLN - GTNN cֳa hàm s֝ 

        2 2z x y xy 3xy= + -  trong miԚn D {0 x 2, 0 y 2}= ¢ ¢ ¢ ¢ .  
Giͩi.  

2
x

1 2 3 42

z 2xy y 3y 0
M (1,1), M (0,0), M (3,0), M (0,3)

z x 2xy 3x 0

ë ¡ = + - =î Ýì
¡ = + - =îí

. 

Tuy nhiên ch֕ c· ĽiԜm 1M (1,1)  l¨ ĽiԜm trong cֳa D, z(1,1) 1= - .  
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* y 0, x [0, 2] z 0= Í Ý = .  

* 2y 2, x [0, 2] z 2x 2x, z 4x 2¡= Í Ý = - = - ; 

z 0¡ =  tӴi 1x
2
= , 1 1z , z(2) 4, z(0) 0

2 2
å õ = - = =æ ö
ç ÷

. 

Vai trò x, y nhҼ nhau, so s§nh m֙i gi§ tr֗ Ľã tính, ta thӸy: 
Max z Max{ 1, 0, 4} 4= - = , ĽӴt ĽҼ֯c tӴi (2,2) . 
Min z Min{ 1, 0, 4} 1= - = - , ĽӴt ĽҼ֯c tӴi (1,1).                             # 

Ví dλ 1.22. Chֵng t֛ rԄng hàm s֝  
2 3 4f (x, y) x (1 y) y= + +  

có m֥t ĽiԜm dַng duy nhӸt, cȈng l¨ ĽiԜm cֽc tiԜu Ľ֗a phҼҺng, nhҼng h¨m s֝ 
kh¹ng ĽӴt ĽҼ֯c gi§ tr֗ nh֛ nhӸt. 

Giͩi. H֓ ' '
x yf f 0= = Ý  x = y = 0, vԀy (0,0) l¨ ĽiԜm dַng duy nhӸt.  

2 3 4f (x, y) f (0,0) x (1 y) y 0, x và y 1- = + + ² " " ² - . 
VԀy (0,0) l¨ ĽiԜm cֽc tiԜu Ľ֗a phҼҺng. 

MԊt kh§c ,
3

5
x x

1 1lim f (x,x) lim x 1
x x­-¤ ­-¤

è øå õ= + + =-¤é ùæ ö
ç ÷é ùê ú

  

nên f  không có GTNN. Rõ ràng hàm f cȈng kh¹ng c· GTLN.                 # 
1.3.3. Cֽc tr֗ c· ĽiԚu ki֓n  
Baì toán1. Tìm cֽc tr֗ cֳa hàm u f (x, y,z)=  v֧i ĽiԚu ki֓n F(x,y,z) 0= . 
Cách 1. Tַ ĽiԚu ki֓n F(x,y,z) = 0 giӶi ra z z(x, y)= , thԒ v¨o h¨m Ľã cho ta 

ĽҼ֯c  u f (x, y,z(x, y))= : Bài toán cֽc tr֗ v֧i hàm hai biԒn Ľã biԒt.  
PhӶi lҼu ý giá tr֗ h¨m thu ĽҼ֯c trên biên cֳa tԀp x§c Ľ֗nh (m֧i). 

Ví dֱ 1.23. Tìm cֽc tr֗ cֳa hàm s֝ 2z 6x 2xy 1= - + +  v֧i ĽiԚu ki֓n 
2x 2y 2+ = . 

Giͩi. Tַ ĽiԚu ki֓n nhԀn thì 22y 2 x 0 x 2= - ² Ý ¢ .  
2z 6x x(2 x) 1 x 4x 1= - + - + = - - + . 

z 2x 4, z 0 x 2¡ ¡= - - = Ú = - . 

x 2 2-¤ -  

z’ 0+  

z 
5

11-¤ -
L O  

y 2 0°¤ °  

NhҼ vԀy cֽc ĽӴi ĽiԚu ki֓n l¨ 5, ĽӴt ĽҼ֯c tӴi ( 2, 2)- ° ; 
Cֽc tiԜu ĽiԚu ki֓n là -11, ĽӴt ĽҼ֯c tӴi (2, 0).  



 32

Cách 2 (Ph̯̭ng ph§p nh©n tσ Lagrange) 
i) LԀp hàm Lagrange (x, y,z, ) f (x,y,z) F(x, y,z)F l = +l .             
ii) Ta tìm các ĽiԜm dַng (th¹ng thҼ֩ng) cֳa hàm 4 biԒn này.  

x y z 0l¡ ¡ ¡ ¡F = F = F = F =  hay 

x x

y y

z z

f (x, y, z) F (x,y,z) 0
f (x, y,z) F (x, y, z) 0

f (x, y,z) F (x, y,z) 0
F(x, y,z) 0

¡ ¡+ l =ë
î ¡ ¡+ l =î
ì
¡ ¡+ l =î
î =í

                                                (1.44) 

iii) Tַ Ľ©y ta t²nh ĽҼ֯c il  và i i i iN (x , y ,z ) . C§c ĽiԜm i i i iN (x , y ,z )  g֙i là 
các ĽiΘm nghi ngγ cχc trΠ ĽiΖu kiΜn.  

iv) Coi l  c֝ Ľ֗nh, lԀp hàm 3 biԒn x, y,z 
 (x, y, z) f (x, y, z) F(x, y,z)lF = + l .                                      (1.45)                  
Tính vi phân cӸp hai cֳa hàm này: 

2 2 2d (x, y, z) d f (x, y,z) d F(x, y,z)lF = + l .                           (1.46) 
v) Thay i i i i, (x, y,z) (x , y , z )l = l =  và dx, dy, dz th֛a mãn ĽiԚu ki֓n  

i x i y i z idF(N ) F (N )dx F (N )dy F (N )dz 0¡ ¡ ¡= + + = .                    (1.47) 

vào biԜu thֵc cֳa 2d (x, y, z)lF  ֫ (1.46) ta ĽҼ֯c 
i

2
id (N )lF , là m֥t dӴng toàn 

phҼҺng cֳa 2 trong 3 biԒn dx, dy, dz. 
vi) KԒt luԀn: 

     *
i

2
i i i i id (N ) 0 N (x ,y ,z )lF > Ý  l¨ ĽiԜm cֽc tiԜu ĽiԚu ki֓n. 

     * i
2

i i i i id (N ) 0 N (x ,y , z )lF < Ý  l¨ ĽiԜm cֽc ĽӴi ĽiԚu ki֓n. 

     * i
2

id (N )lF  kh¹ng x§c Ľ֗nh i i i iN (x , y , z )Ý  kh¹ng l¨ ĽiԜm CTņK. 

     * Khi cӺn tìm GTLN-GTNN ĽiԚu ki֓n, nԒu tԀp {(x, y,z) : F(x, y,z) 0}=  
l¨ compact (Ľ·ng v¨ gi֧i n֥i), kh¹ng cӺn thֽc hi֓n bҼ֧c iv - vi, ch֕ cӺn so s§nh 
giá tr֗ cֳa hàm f(x,y,z) tӴi c§c ĽiԜm nghi ng֩ cֽc tr֗ ĽiԚu ki֓n i i i iN (x ,y , z ).  

Baì toán 2. Tìm cֽc tr֗ cֳa hàm z f (x, y)=  v֧i ĽiԚu ki֓n F(x,y) = 0. 
TҼҺng tֽ BT 1, (m֥t ch¼t thay Ľ֡i vԚ kĨ hi֓u). 
C§c b¨i to§n tr°n ĽҼ֯c t֡ng qu§t sang trҼ֩ng h֯p c· nhiԚu biԒn hҺn, v¨ 

(hoԊc) c· nhiԚu ràng bu֥c hҺn.  
Baì toán3. Tìm cֽc tr֗ cֳa hàm u f (x, y,z)=  v֧i hai ràng bu֥c  

G(x, y,z) 0
H(x, y,z) 0

=ë
ì =í

                                                                       (1.48) 

ta tiԒn h¨nh tҼҺng tֽ Bài toán 1, cֱ thԜ nhҼ sau. 
i) LԀp hàm Lagrange cֳa 5 biԒn 

(x, y,z, , ) f (x, y,z) F(x, y,z) G(x,y,z)F l m = + l + m .             (1.49) 
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ii) Tìm ĽiԜm dַng cֳa hàm F th֛a mãn x y z 0l m¡ ¡ ¡ ¡ ¡F = F = F = F = F = : 

x x x

y y y

z z z

f (x, y,z) F (x, y,z) G (x, y,z) 0
f (x, y,z) F (x, y, z) G (x, y, z) 0

f (x,y,z) F (x, y,z) G (x, y,z) 0
F(x, y,z) 0
G(x, y, z) 0

¡ ¡ ¡+ l + m =ë
î ¡ ¡ ¡+ l +m =î
î ¡ ¡ ¡+ l +m =ì
î =î

=îí

                           (1.50) 

iii) GiӶi ra i i,l m  v¨ c§c ĽiԜm nghi ng֩ cֽc tr֗ ĽiԚu ki֓n i i i iN (x , y ,z ) . 
iv) Coi ,l m  c֝ Ľ֗nh, lԀp hàm ba biԒn x, y, z 

(x, y, z) f (x, y, z) F(x,y,z) G(x, y, z)lmF = + l + m . 

Tính vi phân cӸp hai cֳa hàm này 
2 2 2 2d (x, y,z) d f (x, y, z) d F(x,y,z) d G(x, y, z)lmF = + l +m    (1.51) 

v) Thay i i i i i, ; (x, y,z) (x , y , z )l = l m = m = , và dx, dy, dz th֛a mãn:  

i x i y i z i

i x i y i z i

dF(N ) F (N )dx F (N )dy F (N )dz 0

dG(N ) G (N )dx G (N )dy G (N )dz 0

¡ ¡ ¡= + + =ëî
ì ¡ ¡ ¡= + + =îí

              (1.52) 

vào biԜu thֵc cֳa 2d (x, y, z)lmF  ֫ (1.51) ta ĽҼ֯c i i
2

id (N )l mF  là dӴng toàn 
phҼҺng cֳa m֥t trong 3 biԒn dx, dy, dz. 

vi) KԒt luԀn tҼҺng tֽ nhҼ Ľã làm ֫ Bài toán 1.  
Ví dλ 1.24. Tìm cֽc tr֗ ĽiԚu ki֓n cֳa c§c hàm s֝ v֧i ĽiԚu ki֓n ch֕ ra ֫ bên 

i) 2 2z x y, x y 1;= + + =  

ii) 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

x y zu x y z , 1 (a b c).
a b c

= + + + + = > >  

Giͩi. i) ņԊt 2 2(x, y, ) x y (x y 1)F l = + + l + -  

x

y

2 2

1 2 x 0
1 2 y 0

x y 1 0l

ë ¡F = + l =îî ¡F = + l =ì
î
¡F = + - =îí

 

2
1 21/ 2 1/ 2, 1/ 2l = Ú l = l = - , ĽiԜm dַng ĽiԚu ki֓n tҼҺng 

ֵng là  1 1
1 1(x , y ) ,
2 2
- -å õ= æ ö
ç ÷

 và 2 2
1 1(x , y ) ,
2 2

å õ= æ ö
ç ÷

.       

ņԊt 2 2(x, y) x y (x y )lF = + + l + . 
2 2 2d (x, y) ...; d (x, y) (dx dy ).l lF = F = l +  

dx, dy: 2 2d(x y 1) 0 xdx ydy 0+ - = Ú + = .           

* V֧i 1 1 1
1 1 1, (x , y ) ,
2 2 2

- -å õl = l = = æ ö
ç ÷
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dx, dy: 1 1dx dy 0 dy dx
2 2

- - = Ú = - . 

( )1
2 2 2 2

1 1
1d x , y (dx dx ) 2 dx 0 (dx 0).
2lF = + = > ¸  

VԀy 1 1,
2 2
- -å õ
æ ö
ç ÷

 là cֽc tiԜu ĽiԚu ki֓n (CTņK), zCTņK 1 1z(x ,y ) 2= = - . 

* V֧i 2
1
2

l = l = , l¨m tҼҺng tֽ trên, 2 2
1 1(x , y ) ,
2 2
- -å õ= æ ö
ç ÷

 l¨ ĽiԜm cֽc 

ĽӴi ĽiԚu ki֓n và  2 2z(x , y ) 2= . 

NԒu ch֕ cӺn tìm GTLN - GTNN ĽiԚu ki֓n, vì ĽҼ֩ng tròn 2 2x y 1+ =  là 
Ľ·ng v¨ gi֧i n֥i nên sau khi tìm ĽҼ֯c c§c gi§ tr֗  1,2 1 1 2 2, (x , y ), (x ,y )l  ta thֽc 
hi֓n nhҼ sau: 

1 1 2 2f (x , y ) 2, f (x , y ) 2= = - ,  

GTLN ņK Max( 2, 2) 2= - = ,  

GTNN ņK = Min( 2, 2) 2- = - .  

ii) ņԊt 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

x y z(x, y,z, ) x y z 1
a b c

å õ
F l = + + + l + + -æ öæ ö

ç ÷
. 

2
x

2
y

2
z
2 2 2

2 2 2

2x 2 x / a 0

2x 2 y / b 0

2x 2 z / c 0

x y z 1 0
a b c

ë ¡F = + l =
î
¡îF = + l =

î
ì ¡F = + l =
î
î

+ + - =î
í

 

Tַ 3 phҼҺng trình ĽӺu ta ĽҼ֯c 2 2 2

x 0 y 0 z 0
, ,

a b c

= = =è è è
é é é
l = - l = - l = -ê ê ê

.  

2
1 1,2

2
2 3,4

2
3 5,6

c M (0, 0, c),

b M (0, b, 0),

a M ( a, 0, 0).

l = l = - Ý = °

l = l = - Ý = °

l = l = - Ý = °

 

* ņԊt 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

x y z(x, y, z) x y z 1
a b cl
å õ

F = + + + l + + -æ öæ ö
ç ÷

 

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2
dx dy dzd (x, y,z) ... 2dx 2dy 2dz 2
a b cl
å õ

F = = + + + l + +æ öæ ö
ç ÷

 

                           2 2 2
2 2 22 1 dx 1 dy 1 dz

a b c
å õl l lå õ å õ å õ= + + + + +æ ö æ ö æ öæ öç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷

 . 
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X§c Ľ֗nh dx, dy, dz tַ ràng bu֥c: 
2 2 2

2 2 2 2 2 2
x y z xdx ydy zdzdF(x, y, z) d 1 2 0
a b c a b c

å õ å õ= + + - = + + =æ ö æ öæ ö ç ÷ç ÷
     (*) 

+ TӴi 2
1 cl = l = -  và 1,2M M= , ràng bu֥c (*) tr֫ thành  

 2
cdz2 0
c

° =  hay dz 0= .  

Khi Ľ·   
1

2 2
2 2 2

2 2
c cd (0,0, c) 2 1 dx 1 dy 0

a bl

å õå õ å õ- -
F ° = + + + >æ öæ ö æ öæ öç ÷ ç ÷ç ÷

.   

VԀy (0, 0, c)°  l¨ ĽiԜm cֽc tiԜu ĽiԚu ki֓n và  2z(0, 0, c) c° = . 

*  L¨m tҼҺng tֽ, suy ra ( a, 0, 0)°  l¨ ĽiԜm CņņK và 2z( a, 0, 0) a° = . 

* V֧i 2
2 3,4b , M M (0, b, 0))l = l = - = = °  , tҼҺng tֽ trên, phӶi c· dy = 0.  

2

2 2
2 2 2

2 2
b bd (0, b,0) 2 1 dx 1 dz

a cl

å õå õ å õ- -
Ý F ° = + + +æ öæ ö æ öæ ö æ öæ öç ÷ ç ÷ç ÷

. 

Vì a b c> >  n°n Ľ©y l¨ dӴng to¨n phҼҺng kh¹ng x§c Ľ֗nh. VԀy hàm s֝ 
không có cֽc tiԜu ĽiԚu ki֓n tӴi ĽiԜm này.                                                      # 

Chֻa Bài tԀp 35(i,   j,   k,   l);    36(e) 
ņS. 35. i)  (6,3) is maximum, (0,0) is saddle;   
j) (3,1)  is a saddle point,  ( 1,1)-  is minimum; 

k) ( )0,0  is minimum,  ( )5 ,0 , 1, 4
3

å õ- °æ ö
ç ÷

 are saddle points; 

l) ( 2,2)°  are minima, 20,
5

å õ
æ ö
ç ÷

 is a saddle point. 

36 e) minimum ( )f ( 2, 2) 8° = - ,  (0,0) is a saddle; 

b) ThӶo luԀn - NhԂc lӴi vԚ vi ph©n cӸp 2 cֳa hàm 2, 3 biԒn 
- Quy tԂc t²nh cֽc tr֗ cֳa hàm 2 biԒn 

c) Tֽ h֙c 
 

-  
 ChuӼn b֗ cho bài m֧i:  

d) Bài tԀp chuӼn 
b֗ t֝i thiԜu 

Các bài tԀp còn lӴi  

Tài li֓u  Tài li֓u [1], tr .... 
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Bài giӶng 4: Hàm s֝ nhiԚu biԒn s֝ (tiԒp)  
ChҼҺng, mֱc: 1  
TiԒt thֵ: 16-20      TuӺn thֵ: 4  
Mλc Ľ²ch, yêu cͭu:     
¶ KiԜm tra kiԒn thֵc, rèn luy֓n k׃ nŁng t²nh ĽӴo hàm riêng cӸp cao, vi ph©n 

cӸp cao, tìm cֽc tr֗, cֽc tr֗ c· ĽiԚu ki֓n và giá tr֗ l֧n nhӸt, nh֛ nhӸt cֳa 
hàm s֝ 

¶ NԂm ĽҼ֯c kh§i ni֓m Ľ֥ cong, b§n k²nh cong, t©m cong 

¶ PhҼҺng trình tiԒp tuyԒn ņC 

¶ PT pháp di֓n, ph§p tuyԒn cֳa mԊt cong 

¶ Ý nghǫa cֳa v®c tҺ grad
ggggd

 
- Hình thοc tΫ chοc dͧy hΣc: 

Hình thֵc chֳ yԒu: LĨ thuyԒt, thӶo luԀn - tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu 
- Thγi gian:  

Lý thuyԒt, thӶo luԀn: 5t - Tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu: 5t 
- ņΠa ĽiΘm: 

GiӶng ĽҼ֩ng do P2 ph©n c¹ng. 
- Nίi dung ch²nh: 

Chֻa bài tԀp phӺn  ņӴo hàm – Vi phân và Cֽc tr֗, GTLN, NN 
Ä1.5 SҺ lҼ֯c vԚ hình h֙c vi ph©n 

 
  

* Chֻa bài tԀp (2 tiԒt)  
36(f,  g,  h,  i,  j,  k);    37(c,  d,  e,  f);      40( d,   e,   f);   

ņS. 36.   f) minimum f ( 1, 2,3) 24- - = - ;   g) maximum z(0;1) / 2 1= p + ; 
h) minimum z(1,1) z( 1, 1) 2= - - = - ,  (0,0) is a saddle.  
i)  minimum z(1, 1) 3- = ;                      j)  (1,0) is a saddle;    

k) maximum 2 4z 0,
3 27

å õ =æ ö
ç ÷

,   (0,0) is a saddle.  

40.   d) Minu u( 1,0,0) 1= ° = ,  Max u u(0,0, 2) 4= ° = ; 
e) Min u u( 1,0,1) 0= - = ; 
f) Max u u(2, 2, 1) 9, Minu u( 2, 2,1) 9= - = = - - = - . 

Ä 1.5. Sҹ Lһ֮C Vԓ HÌNH H֘C VI PHĄN 
Hình h֙c vi ph©n: D½ng c§c phҼҺng ph§p cֳa ph®p t²nh vi ph©n ĽԜ nghiên 

cֵu hình h֙c.  
1.5.1. ņҼ֩ng cong phԆng 
a. TiΔp tuyΔn, ph§p tuyΔn. ֪ ph֡ th¹ng ch¼ng ta biԒt rԄng, nԒu ĽҼ֩ng cong 

C l¨ Ľ֟ th֗ cֳa hàm s֝ y f (x)=  thì phҼҺng trình tiԒp tuyԒn tӴi ĽiԜm 
0 0 0 0 0M (x , y ) (y f (x ))=  tr°n ĽҼ֩ng cong là 

0 0 0y f (x )(x x ) y¡= - + . 
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Bây gi֩ giӶ sֹ ĽҼ֩ng cong C c· phҼҺng trình tham s֝  

  
x x(t)

t
y y(t)
=ë

a ¢ ¢ bì =í
, x(t), y(t) là liên tֱc.  

ņ̯γng cong tr̭n:  

x(t), y(t) khӶ vi liên tֱc trên [ , ]a b , 2 2x (t) y (t) 0 t¡ ¡+ ¸ "  

NԒu tӴi ĽiԜm 0t [ , ]Í a b  n¨o Ľ· m¨ 0 0x (t ) y (t ) 0¡ ¡= =  thì ĽiԜm tҼҺng ֵng 

0 0 0M (x(t ), y(t ))  trên C g֙i là ĽiΘm kȢ dΠ. Ch¼ng ta kh¹ng x®t trҼ֩ng h֯p ĽҼ֩ng 
cong c· ĽiԜm kȢ d֗. 

Bây gi֩ lӸy 0t [ , ]Í a b  và giӶ sֹ ĽiԜm tҼҺng ֵng tr°n ĽҼ֩ng cong là 

0 0 0M (x , y ) . Ta Ľã biԒt h֓ s֝ g·c cֳa tiԒp tuyԒn tӴi 0M  là 0
x

0

y (t )k y
x (t )
¡

¡= =
¡

. VԀy 

phҼҺng trình tiԒp tuyԒn c· dӴng 0
0 0

0

y (t )y y (x x )
x (t )
¡

- = -
¡

 hay 

0 0

0 0

x x y y
x (t ) y (t )
- -

=
¡ ¡

.                                                                     (1.53) 

V®c tҺ ch֕ phҼҺng cֳa tiԒp tuyԒn là  

0 0 0(t ) (x (t ), y (t ))¡ ¡t =
d . 

Suy ra phҼҺng trình pháp tuyԒn: 

0 0 0 0x (t )(x x ) y (t )(y y ) 0¡ ¡- + - =                                           (1.54) 
b. ņί cong 

¶ ņΠnh nghǫa Ľί cong cνa Ľ̯γng cong tͧi 1 ĽiΘm (xem [1]) 
¶ C§ch t²nh Ľί cong 

+ ņҼ֩ng cong cho dҼ֧i dӴng phҼҺng trình y f (x)=  thì 

2 3/2
yK

(1 y )
¡¡

=
¡+

.                                                                      (1.55) 

+ ņҼ֩ng cong cho dҼ֧i dӴng tham s֝ x x(t), y y(t)= =  thì 

2 2 3/2
x y x yK

(x y )
¡ ¡¡ ¡¡ ¡-

=
¡ ¡+

.                                                                   (1.56)          

c. ņ̯γng tròn mͻt tiΔp 
Cho trҼ֧c ĽiԜm M tr°n ĽҼ֩ng cong. NhiԚu khi cӺn phӶi xӸp x֕ ĽҼ֩ng cong 

tӴi l©n cԀn ĽiԜm M bԄng m֥t cung tròn nào Ľ·. ņҼ֩ng tròn chֵa cung tròn Ľ· 
phӶi tiԒp x¼c v֧i ĽҼ֩ng cong tӴi M, c· cùng bԚ lõm v֧i ĽҼ֩ng cong v¨ c· Ľ֥ 
cong bԄng Ľ֥ cong cֳa ĽҼ֩ng cong tӴi M (Hình 1.14). ņҼ֩ng tròn Ľ· g֙i là 
Ľ̯γng tròn mͻt tiΔp (còn g֙i là Ľ̯γng tròn chính khúc) v֧i ĽҼ֩ng cong tӴi M. 

Bán kính cֳa ĽҼ֩ng tròn mԀt tiԒp g֙i là bán kính cong, tâm cֳa ĽҼ֩ng tròn 
mԀt tiԒp g֙i là tâm cong cֳa ĽҼ֩ng cong (tӴi ĽiԜm M). 



 38

 
Hình 1.14.  ņ̯γng tròn mͻt tiΔp, t©m cong, b§n k²nh cong 

d. Bán kính cong 
Theo trên, bán kính cong bԄng ngh֗ch ĽӶo cֳa Ľ֥ cong. V©y,  
NԒu ĽҼ֩ng cong cho dҼ֧i dӴng phҼҺng trình y f (x)= - tҼҺng ֵng phҼҺng 

trình tham s֝ - thì bán kính cong ĽҼ֯c t²nh lӺn lҼ֯t theo c¹ng thֵc: 
2 3/2(1 y )R

y
¡+

=
¡¡

 ,                                                                      (1.57) 

2 2 3/2(x y )R
x y x y
¡ ¡+

=
¡ ¡¡ ¡¡ ¡-

.                                                                   (1.58) 

e. TΣa Ľί t©m cong.  
L̯u ý. NgҼ֩i ta cȈng c· c¹ng thֵc t²nh Ľ֥ cong, b§n k²nh cong cho trҼ֩ng 

h֯p ĽҼ֩ng cong cho dҼ֧i dӴng t֙a Ľ֥ cֽc. 
f. Túc bΔ, th©n khai 
X®t ĽҼ֩ng cong phԆng C. M֣i ĽiԜm M tr°n C c· tҼҺng ֵng m֥t t©m cong 

I. Qu׃ t²ch L c§c t©m cong I cֳa ĽҼ֩ng cong C g֙i l¨ ĽҼ֩ng túc bΔ cֳa C, còn C 
g֙i là thân khai cuӶ L (xem Hình 1.15.) 

NԒu C cho b֫i phҼҺng trình y = f(x) hay phҼҺng trình tham s֝ thì phҼҺng 
trình túc bԒ dҼ֧i dӴng tham s֝ lӺn lҼ֯t là 

 
Hình 1.15. ņ̯γng th©n khai C v¨ Ľ̯γng t¼c bΔ L 

2

2

(1 y )yX x
y

1 yY y
y

ë ¡ ¡+
= -î ¡¡î

ì
¡+î = +î ¡¡í

                (tham s֝ x hoԊc y)                 (1.61) 

M 

 
 M0 
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2 2

0

2 2

0

(x y )yx x
x y x y

(x y )xy y
x y x y

ë ¡ ¡ ¡+
= -î ¡ ¡¡ ¡¡ ¡-î

ì
¡ ¡ ¡+î = +î ¡ ¡¡ ¡¡ ¡-í

             (tham s֝ t)                            (1.62) 

Ví dλ1.57. Tìm ĽҼ֩ng t¼c bԒ cֳa parabole 2y 2px (p 0).= >  
Giͩi. Rõ ràng là x 0² , ta có y 2p x= .  

Vì 
ppy , y

2x 2 2x x
¡ ¡¡= = - , thay vào (1.61) nhԀn ĽҼ֯c t¼c bԒ 

2

3
3

2
2

3yX 3x p X p
2p

hay( 2px )
Y yYp

p

ë
= +ë = +î

î î
ì ì
= -î î = -í îí

     

(xem Hình 1.14 khi p = 2).                                                         #  
1.5.2. ņҼ֩ng cong trong kh¹ng gian 
a. H¨m v®c ṱ cνa ĽΧi sΧ v¹ h̯αng 
ņΠnh nghǫa. NԒu v֧i m֣i t [a, b]Í  c· tҼҺng ֵng v֧i m֥t v®c tҺ V V(t)=

gd gd
 

thì ta nói, ta Ľã có m֥t h¨m v®c ṱ cֳa Ľ֝i s֝ v¹ hҼ֧ng t, kĨ hi֓u V V(t),=
gd gd

 
t [a, b]Í . 

C§c v®c tҺ n·i ĽԒn ֫ Ľ֗nh nghǫa l¨ v®c tҺ tֽ do. Ta c· thԜ ĽҼa ch¼ng vԚ 
cùng g֝c là g֝c t֙a Ľ֥ O bԄng c§ch ĽԊt OM V(t)=

ggggd gd
. Ký hi֓u 

r(t) OM=
ggggdd  

g֙i là h¨m b§n k²nh v®c ṱ cֳa ĽiԜm M. 
Tַ Ľ©y, ta ch֕ cӺn x®t h¨m b§n k²nh v®c tҺ r r(t)=

d d . 
NԒu M c· t֙a Ľ֥ (x,y,z) thì  

x x(t), y y(t), z z(t)= = =                                                     (1.63)  

r x(t) i y(t) j z(t)k= + +
d d dd .                                                       (1.64) 

Khi t biԒn thiên tַ a ĽԒn b, ĽiԜm M vӴch n°n ĽҼ֩ng cong C n¨o Ľ· trong 
kh¹ng gian. C ĽҼ֯c g֙i là tΧc ĽΩ cֳa h¨m v®c tҺ r r(t)=

d d . H֓ (1.63) ĽҼ֯c g֙i là 
ph̯̭ng trình tham sΧ cֳa C, (1.64) g֙i là ph̯̭ng trình véc ṱ cֳa C. 

Sχ liên tλc. H¨m v®c tҺ r r(t)=
d d  ĽҼ֯c g֙i là liên tλc nԒu c§c hàm  

x(t), y(t), z(t)  là nhֻng hàm liên tֱc. Khi Ľ· ĽҼ֩ng cong C ĽҼ֯c g֙i là Ľ̯γng 
cong liên tλc.  

Sχ khͩ vi. H¨m v®c tҺ r r(t)=
d d  g֙i là khͩ vi tӴi ĽiԜm 0t  nԒu c§c hàm 

x(t), y(t), z(t)  là khӶ vi tӴi 0t ; g֙i là khͩ vi trong khoͩng (a, b) nԒu n· khӶ vi 
tӴi m֙i ĽiԜm t (a, b)Í .   

ņͧo hàm cֳa h¨m v®c tҺ r r(t)=
d d , ký hi֓u b֫i r r (t)¡ ¡=

d d  tính theo công 
thֵc 
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r r (t) x (t) i y (t) j z (t)k¡ ¡ ¡ ¡ ¡= = + +
d d dd d .                                          (1.65) 

NԒu c§c hàm x(t), y(t), z(t)  là khӶ vi trong khoӶng (a, b) thì ĽҼ֩ng cong 
C g֙i là Ľ̯γng cong tr̭n. Ta cȈng ch֕ x®t trҼ֩ng h֯p ĽҼ֩ng cong kh¹ng c· ĽiΘm 
bͫt th̯γng, nghǫa là ch֕ x®t trҼ֩ng h֯p 

2 2 2x (t) y (t) z (t) 0, t¡ ¡ ¡+ + ¸ " . 
NԒu ĽҼ֩ng cong C liên tֱc, c· thԜ ph©n thành m֥t s֝ hֻu hӴn cung trҺn thì 

C ĽҼ֯c g֙i là tr̭n tρng kh¼c (xem Hình 1.16). 
L̯u ý. ņԜ ĽҼ֩ng C trҺn tַng kh¼c, trҼ֧c hԒt n· phӶi liên tֱc.  

 
Hình 1.16. ņ̯γng cong tr̭n tρng kh¼c 

Ý nghǫa cνa v®c ṱ Ľͧo hàm 
* Ý nghǫa hình hΣc. V®c tҺ ĽӴo hàm cֳa h¨m v®c tҺ tr½ng phҼҺng v֧i 

phҼҺng cֳa tiԒp tuyԒn cֳa t֝c Ľ֟ cֳa h¨m v®c tҺ tӴi ĽiԜm tҼҺng ֵng. 
* Ý nghǫa c̭ hΣc. Khi coi t là tham s֝ th֩i gian, Ľ֥ dài cֳa v®c tҺ ĽӴo hàm 

r r (t)¡ ¡=
d d  cֳa h¨m b§n k²nh v®c tҺ tӴi th֩i ĽiԜm t bԄng t֝c Ľ֥ cֳa ĽiԜm M tӴi th֩i 
ĽiԜm Ľ· v¨ ĽҼ֯c t²nh theo c¹ng thֵc 

2 2 2dr V(t) x (t) y (t) z (t)
dt

¡ ¡ ¡= = + +
d

.                                    (1.66)    

b. Ph̯̭ng trình tiΔp tuyΔn và pháp tuyΔn cνa Ľ̯γng cong 
NhҼ Ľã nói, véc tҺ ch֕ phҼҺng cֳa tiԒp tuyԒn là  

T r (t) x (t) i y (t) j z (t)k¡ ¡ ¡ ¡= = + +
gd d d dd . 

VԀy, phҼҺng trình tiԒp tuyԒn tӴi ĽiԜm 0 0 0 0M (x , y ,z )  tr°n ĽҼ֩ng cong ֵng 
v֧i gi§ tr֗ 0t  cֳa tham s֝ là: 

0 0 0

0 0 0

x x y y z z
x (t ) y (t ) z (t )
- - =

= =
¡ ¡ ¡

                                                        (1.67) 

(quy Ҽ֧c khi mӾu s֝ bԄng 0 thì tֹ s֝ cȈng vԀy), v¨ phҼҺng trình mԊt phԆng ph§p 
v֧i ĽҼ֩ng cong tӴi 0M  là:  

0 0 0 0 0 0x (t )(x x ) y (t )(y y ) z (t )(z z ) 0¡ ¡ ¡- + - + - = .                 (1.68) 

V֧i r x (t) i y (t) j z (t)k¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡= + +
d d dd , ĽԊt 

i j k i j k
B r r x y z x (t) y (t) z (t) ,

x y z x (t) y (t) z (t)
¡ ¡¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡= Ø = =

¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡ ¡¡

d d d d d d
gd d d                

N B T= Ø
gd gd gd

.                             
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ChuӼn h·a c§c v®c tҺ B,T, N

gd gd gd
 ta ĽҼ֯c 

T B N, ,
T B N

t = b = n =
gd gd gdd dd gd gd gd .  

MԊt phԆng qua 0M ,  

+ Có cԊp v®c tҺ ch֕ phҼҺng ,t ndd  (v®c tҺ ph§pb
d

) g֙i là mΊt phΆng mͻt tiΔp; 

+ Có cԊp v®c tҺ ch֕ phҼҺng ,n b
dd  (v®c tҺ ph§p td ) g֙i là mΊt phΆng ph§p; 

+ Có cԊp v®c tҺ ch֕ phҼҺng ,b t
d d  (v®c tҺ ph§pnd ) g֙i là mΊt phΆng trχc Ľͧc. 

C§c v®c tҺ ĽҺn v֗ , ,t b u
d dd  v֧i c§c mԊt phԆng vַa nêu g֙i là tam diΜn 

Frénet.  
V֧i ĽҼ֩ng cong trong kh¹ng gian, ngҼ֩i ta cȈng x®t Ľ֥ cong, b§n k²nh 

cong, hҺn nֻa Ľ֥ xoԂn; tuy nhiên chúng ta không trình bày ֫ Ľ©y.  
Ví dλ 1.58. Tìm các véc tҺ , ,t b n

d dd  cֳa ĽҼ֩ng Ľinh ֝c trֱ là qu׃ ĽӴo cֳa 
m֥t ĽiԜm M vַa quay ĽԚu xung quanh m֥t trֱc d v֧i vԀn t֝c g·c kh¹ng Ľ֡i w , 
vַa t֗nh tiԒn d֙c theo trֱc Ľ· v֧i vԀn t֝c kh¹ng Ľ֡i C. 

Giͩi. LԀp h֓ trֱc Oxyz (xem Hình 1.17). ChiԒu M xu֝ng mԊt Oxy ĽҼ֯c 
ĽiԜm M¡  g֙i q  là góc h֯p b֫i trֱc Ox v֧i OM¡

ggggd
. Theo giӶ thiԒt tq = w , tַ Ľ· 

phҼҺng trình tham s֝ cֳa chuyԜn Ľ֥ng là  
x a cos t, y a sin t, z Ct (t 0).= w = w = ²  

T²nh c§c ĽӴo h¨m ta ĽҼ֯c 

2 2

x a sin t, y a cos t, z C;

x a cos t, y a sin t, z 0.

¡ ¡ ¡= - w w = w w =

¡¡ ¡¡ ¡¡= - w w = - w w =
 

Tַ Ľ· nhԀn ĽҼ֯c 

2 2

i j k
B a sin t a cos t C

a cos t a sin t 0

= - w w w w

- w w - w w

d d d
gd

 

2 2 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2

Ca sin t i Ca cos t j a k,

N B T a (C a )cos t i a (C a )sin t j.

= w w - w w + w

= Ø = - w + w w - w + w w

d d d

gd gd gd d d  

VԀy c§c v®c tҺ ĽҺn v֗ cӺn tìm là 

               b
d

  
  u
d

                                  (C) 
 

      0M                     t
d
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2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

T a sin t a cos t Ci j k,
T a C a C a C
B Csin t Ccos t ai j k,
B a C a C a C

- w w w w
t = = + +

w + w + w +

w - w w
b = = + +

w + w + w +

gd d d dd gd

gd d d dd
gd

     

N cos t i sin t j.
N

n = = w + w
gd d dd gd  

Trong trҼ֩ng h֯p a C 1, t= = w = = p  thì M(-1, 0, ˊ). 

1 1 1 10, , , 0, , , ( 1, 0, 0)
2 2 2 2
-å õ å õt = b = n = -æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷

d dd  

MԊt phԆng mԀt tiԒp (v®c tҺ ph§p b
d

) là: y z 0+ - p = , 
MԊt phԆng pháp (v®c tҺ ph§p td ) là : y z 0- + -p = , 
MԊt phԆng trֽc ĽӴc (v®c tҺ ph§pnd ) là  : x 1 0+ = .                            # 

 
Hình 1.17. ņ̯γng Ľinh Χc trλ 

 
1.5.3. MԊt cong 
a. Khái niΜm mΊt cong 
¶ Cho hàm ba biԒn F(x,y,z) x§c Ľ֗nh trong miԚn 3G Ë y . TԀp h֯p S c§c 

ĽiԜm M(x,y,z) th֛a mãn phҼҺng trình  
F(x,y,z) 0=          

hay t֡ng qu§t hҺn 
F(x, y,z) k=                                                                         (1.69) 

ĽҼ֯c g֙i là mΊt cong, phҼҺng trình (1.69) g֙i là ph̯̭ng trình cνa mΊt. 
¶ ņ¹i khi tַ (1.69) ta c· thԜ giӶi ra dҼ֧i dӴng  

z z(x, y)= ,  hay x x(y,z)= ,  hay y y(z,x)=                      (1.70) 
thì m֣i phҼҺng trình này cȈng ĽҼ֯c g֙i l¨ phҼҺng trình cֳa mԊt, mԊt ĽҼ֯c g֙i là 
cho d̯αi dͧng hiΜn. 

Chúng ta ch֕ x®t trҼ֩ng h֯p mԊt cong liên tֱc, ֫ Ľ· hàm F(x,y,z) liên tֱc. 
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MԊt S ĽҼ֯c g֙i là tr̭n nԒu h¨m F(x,y,z) c· c§c ĽӴo hàm riêng liên tֱc và 
kh¹ng Ľ֟ng th֩i bԄng kh¹ng: 

Nói cách khác, trên S thì véc tҺ gradient grad F(M)
ggggd

 khác không.  
MԊt S ĽҼ֯c g֙i là tr̭n tρng mͩnh nԒu n· liên tֱc, c· thԜ ph©n thành hֻu 

hӴn mӶnh trҺn.  
L̯u ý. ņԜ mԊt S trҺn tַng mӶnh, trҼ֧c hԒt n· phӶi liên tֱc.  

b. Ph̯̭ng trình pháp tuyΔn và tiΔp diΜn cνa mΊt cong 
GiӶ sֹ mԊt S cho b֫i (1.69). TӴi 0 0 0 0M (x , y , z ) SÍ , 
+ V®c tҺ ph§p tuyԒn v֧i mԊt: 

0 0 x 0 y 0 z 0n n(M ) F (M ) i F (M ) j F (M )k.¡ ¡ ¡= = + +
d d dd d

                   (1.72) 

Ta còn viԒt v®c tҺ ph§p tuyԒn dҼ֧i dӴng t֙a Ľ֥ 

( )0 x 0 y 0 z 0n(M ) F (M ), F (M ), F (M )¡ ¡ ¡=
d .                                  (1.73) 

+ PhҼҺng trình pháp tuyΔn v¨ phҼҺng trình tiΔp diΜn lӺn lҼ֯t là 

0 0 0

x 0 y 0 z 0

x x y y z z
F (M ) F (M ) F (M )
- - -

= =
¡ ¡ ¡

,                                               (1.74) 

x 0 0 y 0 0 z 0 0F (M )(x x ) F (M )(y y ) F (M )(z z ) 0¡ ¡ ¡- + - + - = .      (1.75) 

 
Hình 1.18. Pháp tuyΔn và tiΔp diΜn cνa mΊt cong 

ņԊc bi֓t, nԒu mԊt cho dҼ֧i dӴng z f (x, y) F(x, y,z) z f (x, y)= Ú = - , tӴi 
ĽiԜm 0 0 0 0 0M (x ,y ,f (x , y )) SÍ  thì véc tҺ ph§p tuyԒn, phҼҺng trình pháp tuyԒn và 
phҼҺng trình tiԒp di֓n lӺn lҼ֯t là 

( )0 x 0 0 y 0 0n f (x ,y ), f (x , y ), 1¡ ¡= - -
d ,                                       (1.76)     

0 0 0

x 0 0 y 0 0

x x y y z z
f (x , y ) f (x , y ) 1
- - -

= =
¡ ¡ -

,                                           (1.77) 

x 0 0 0 y 0 0 0 0f (x , y )(x x ) f (x , y )(y y ) (z z ) 0.¡ ¡- + - - - =     

hay            0 x 0 0 0 y 0 0 0z z f (x , y )(x x ) f (x , y )(y y ).¡ ¡= + - + -                     (1.78) 
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Ví dλ 1.59. ViԒt phҼҺng trình tiԒp di֓n cֳa mԊt S: 2 2 2x y 2z 10+ + =  song 
song v֧i mԊt P : x y z 0+ - = . 

Giͩi.  

1(Q ) : (x 2) (y 2) (z 1) 0 x y z 5 0.- + - + + - = Ú + - + =  

2(Q ) : (x 2) (y 2) (z 1) 0 x y z 5 0.- + - - + = Ú + - - =              # 
 
TÓM TԁT CHһҹNG 1 (Tֽ Ľ֙c) 

 
TÓM TԁT CHһҹNG 1 

C§c Ľ֗nh l² vԚ gi֧i hӴn, liên tֱc cֳa t֡ng, hi֓u, t²ch, thҼҺng, lu׃ thַa, h֯p 
hàm cֳa c§c hàm, các hàm liên tֱc, Ľ֗nh nghǫa h¨m sҺ cӸp và tính liên tֱc cֳa 
chúng, các khái ni֓m và kԒt quӶ vԚ sֽ liên tֱc ĽԚu Ľ֝i v֧i hàm m֥t biԒn vӾn còn 
bӶo to¨n cho trҼ֩ng h֯p hàm nhiԚu biԒn.  

Khi t²nh ĽӴo hàm riêng theo biԒn n¨o Ľ·, ta coi c§c biԒn kh§c kh¹ng Ľ֡i, 
r֟i lӸy ĽӴo hàm theo biԒn Ľ· nhҼ lӸy ĽӴo hàm v֧i hàm m֥t biԒn. 

ņӴo hàm hàm h֯p:  F F(u(x, y),v(x, y))=  

F F u F vF F u F v ,
y u y v yx u x v x
µ µ µ µ µµ µ µ µ µ = += +
µ µ µ µ µµ µ µ µ µ

. 

ņӴo hàm hàm s֝ Ӽn:  z z(x, y)=  x§c Ľ֗nh tַ F(x,y,z) 0=    

yx

z z

Fz F z, .
x F y F

¡¡µ µ
= - = -

¡ ¡µ µ
 

Các phép toán vԚ vi ph©n 
d (u v) du dv,° = °         d (uv) udv vdu,= °  

2
u vdu udvd
v v

-å õ =æ ö
ç ÷

,        df (u) f (u)du¡= .   

Dù u, v là biԒn Ľ֥c lԀp hay biԒn phֱ thu֥c lu¹n c· 
f fdz du dv
u v
µ µ
= +
µ µ

.  

Tính gӺn Ľ¼ng 
 0 0 0 0 x 0 0 y 0 0f (x x, y y) f (x , y ) f (x , y ) x f (x , y ) y¡ ¡+ D + D º + D + D  

ņӴo h¨m theo hҼ֧ng (cos , cos , cos )= a b g
d
^ : 

0 0 0 0
0

u(M ) u(M ) u(M ) u(M )grad u(M ) cos + cos cos
x y z

µ µ µ µ
= = a b+ g

µ µ µµ

ggggd d
d Y ^
^

. 

2 2 2
x y z

u grad u u u uµ ¡ ¡ ¡¢ = + +
µ

ggggd
d
^

. 

DӸu bԄng xӶy ra khi 
d
^  c½ng phҼҺng v֧i grad u

ggggd
. 

ņiԚu ki֓n cӺn cֳa cֽc tr֗. f (x, y)  khӶ vi, ĽӴt cֽc tr֗ tӴi 0M  thì   

0 0f (M ) f (M ) 0
x y

µ µ
= =

µ µ
.                                                           
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ņiԚu ki֓n Ľֳ cֳa cֽc tr֗  
Cho 0 0 0M (x , y )  l¨ ĽiԜm dַng cֳa hàm z f (x, y)= . ņԊt 

2 2 2
0 0 0

2 2
f (M ) f (M ) f (M )A , B , C ,

x yx y
µ µ µ
= = =

µ µµ µ
 2B AC.D = -                                                                          

i) NԒu 0; A 0 ( C 0)D < > Ú >  thì f ĽӴt cֽc tiԜu tӴi 0M . 

ii) NԒu 0; A 0 ( C 0)D < < Ú >  thì f ĽӴt cֽc ĽӴi tӴi 0M . 

iii) NԒu 0D >  thì 0M  kh¹ng l¨ ĽiԜm cֽc tr֗.   
TrҼ֩ng h֯p 3 biԒn 
TӴi ĽiԜm dַng 0 0 0 0M (x ,y ,z ) DÍ  cֳa hàm u f (x, y,z)=  tính   

2
2

0 0d f (M ) dx dy dz f (M )
x y z
µ µ µå õ= + +æ öµ µ µç ÷

.  

NԒu 2
0d f (M )  x§c Ľ֗nh dҼҺng thì 0M  l¨ ĽiԜm cֽc tiԜu.  

NԒu 2
0d f (M )  x§c Ľ֗nh ©m thì 0M  l¨ ĽiԜm cֽc ĽӴi. 

Tìm GTLN - GTNN trên miԚn Ľ·ng, gi֧i n֥i D  
+ Tìm nhֻng ĽiԜm t֧i hӴn bên trong cֳa D: 1 kM ,..., M ; 
+ Tìm nhֻng ĽiԜm t֧i hӴn trên biên cֳa D: 1N ,..., N^ ;  
+ Tính: 1 k 1f (M );... ; f (M ); f (N );...; f (N )^ ; 
+ KԒt luԀn: GTLN - GTNN cֳa hàm là Max, Min các giá tr֗ nhԀn ĽҼ֯c.  
Cֽc tr֗ c· ĽiԚu ki֓n 
Tìm cֽc tr֗ cֳa hàm f(x,y,z)  v֧i ĽiԚu ki֓n F(x,y,z) 0= , ta có thԜ dùng 

a) ņҼa vԚ trҼ֩ng h֯p ²t biԒn hҺn 
b) PhҼҺng ph§p nh©n tֹ Lagrange: 

i) LԀp hàm Lagrange (x, y,z, ) f (x,y,z) F(x, y,z)F l = +l .             
ii) Tìm các nghi֓m i i i i, x , y , z , i 1,...,kl =  tַ h֓  

x x x

y y y

z z z

f (x, y,z) F (x, y,z) 0
f (x, y,z) F (x, y, z) 0

f (x,y,z) F (x,y,z) 0
F(x,y,z) 0l

¡ ¡ ¡F = + l =ë
î ¡ ¡ ¡F = + l =î
ì ¡ ¡ ¡F = + l =î
î ¡F = =í

        

iii) KiԜm tra  xem c§c ĽiԜm dַng ĽiԚu ki֓n i i i iN (x , y ,z )  c· l¨ ĽiԜm cֽc tr֗ 
ĽiԚu ki֓n hay tӴi Ľ· ĽӴt GTLN, GTNN ĽiԚu ki֓n hay kh¹ng. 

TiԒp tuyԒn cֳa ĽҼ֩ng - pháp tuyԒn, tiԒp di֓n cֳa mԊt 
TiԒp tuyԒn cֳa ĽҼ֩ng cong x x(t), y y(t), z z(t)= = =  tӴi ĽiԜm 

0 0 0 0M (x , y , z )  tr°n ĽҼ֩ng ֵng v֧i gi§ tr֗ 0t t=  cֳa tham s֝ là: 

0 0 0

0 0 0

x x y y z z
x (t ) y (t ) z (t )
- - =

= =
¡ ¡ ¡

. 
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Pháp tuyԒn và tiԒp di֓n cֳa mԊt cong F(x, y, z) 0=  tӴi ĽiԜm 0 0 0 0M (x , y , z )  
trên mԊt c· phҼҺng trình lӺn lҼ֯t là:  

0 0 0

x 0 y 0 z 0

x x y y z z
F (M ) F (M ) F (M )
- - -

= =
¡ ¡ ¡

,           

 x 0 0 y 0 0 z 0 0F (M ) (x x ) F (M ) (y y ) F (M ) (z z ) 0¡ ¡ ¡- + - + - =        
  
 

Bài giӶng 5: T²ch ph©n b֥i  
ChҼҺng, mֱc: 2  
TiԒt thֵ: 21-25      TuӺn thֵ: 5  
Mλc Ľ²ch, yêu cͭu:     

¶ NԂm Ľ֗nh nghǫa TP b֥i, c§ch x§c Ľ֗nh cԀn TP 
¶ M֥t s֝ ֵng dֱng 
¶ ThӸy l֯i ²ch cֳa d½ng Ľ֡i biԒn toӴ Ľ֥ cֽc 
¶ NԂm ĽҼ֯c m֥t s֝ c§c Ľ֡i biԒn t֡ng qu§t kh§c  

- Hình thοc tΫ chοc dͧy hΣc: 
Hình thֵc chֳ yԒu: LĨ thuyԒt, thӶo luԀn - tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu 

- Thγi gian:  
Lý thuyԒt, thӶo luԀn: 5t - Tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu: 5t 

- ņΠa ĽiΘm: 
GiӶng ĽҼ֩ng do P2 ph©n c¹ng. 

- Nίi dung ch²nh: 
§2.1. Tích phân kép  

 
ChҼҺng 2  

TÍCH PHÂN B֤I 
§ 2.1. TÍCH PHÂN KÉP   

2.1.1. M֫ ĽӺu 
a. ņΠnh nghǫa 
Cho hàm s֝ z f (x,y)= , x§c Ľ֗nh 

trên D là miԚn gi֧i n֥i, c· di֓n t²ch. 
Chia D thành n mӶnh nh֛ kh¹ng 

dӾm lên nhau. G֙i c§c mӶnh nh֛ Ľ· là 
1 n( S ),..., ( S )D D  và di֓n t²ch tҼҺng ֵng 

cֳa ch¼ng là 1 nS ,..., SD D . 
Trên m֣i mӶnh ( iSD ) lӸy ĽiԜm  

iM tùy ý: i i i iM (x , y ) ( S )Í D . LԀp t֡ng 
tích phân 

 
 

Hình 2.1. Hình trλ cong 
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n

n i i i
i 1

I f (x , y ) S
=

= Dä                                                                  (2.1) 

G֙i id  l¨ ĽҼ֩ng k²nh cֳa mӶnh ( iSD ): 

i i id d( S ) Sup{MN : M, N ( S )}= D = Í D . 

NԒu khi n­¤  sao cho i nMax(d ) 0, I­  dӺn ĽԒn gi֧i hӴn hֻu hӴn I,  
không phֱ thu֥c vào cách chia miԚn D và cách ch֙n c§c ĽiԜm iM  trên ( iSD ) thì 
ta nói:  

+ Hàm f(x,y) khͩ t²ch trên D; 
+ I ĽҼ֯c g֙i là tích phân kép cֳa hàm f(x,y) trên D, ký hi֓u là 

D

f (x,y) dxdyññ ; 

+ D là miΖn lͫy t²ch ph©n; f(x,y) là h¨m d̯αi dͫu t²ch ph©n.  
L̯u ý. ֪ trên ta dùng thuԀt ngֻ miΖn c· diΜn t²ch (hay cӺu phҼҺng ĽҼ֯c).  
Không cӺn quan t©m nhiԚu, ĽӴi thԜ Ľ· là các tԀp th¹ng thҼ֩ng. 

b. Ý nghǫa hình hΣc  

ThԜ t²ch 
D

V f (x, y)dxdy= ññ .                                                  (2.2) 

Cho f (x, y) 1= , ĽҼ֯c c¹ng thֵc t²nh di֓n t²ch miԚn phԆng: 

D

dt(D) dxdy= ññ .                                                                      (2.3) 

c. ņiΖu kiΜn tΩn tͧi. Cho D là miԚn gi֧i n֥i, (c· di֓n t²ch). 
* NԒu f(x,y) b֗ chԊn, liên tֱc trên D thì khӶ t²ch trên D. 
* NԒu f(x,y) b֗ chԊn, liên tֱc tַng mӶnh trên D thì khӶ t²ch trên D.  
Chú ý. ņԜ tham khӶo, chúng ta nên biԒt ĽiԚu ki֓n r֥ng rãi nhӸt cֳa khӶ t²ch 

(xem [15] tr 130): 
d. Tính chͫt cνa t²ch ph©n k®p 
Tích phân kép có các tính chӸt gi֝ng v֧i t²ch ph©n x§c Ľ֗nh.  
ņΠnh lĨ 2.1. Cho f(x,y), g(x,y) là các hàm khӶ t²ch trên miԚn (c· di֓n t²ch) 

D n¨o Ľ·, v¨ a là m֥t s֝ thֽc. Khi Ľ· 

 i) Các hàm f (x, y) g(x, y), af(x,y), f (x, y)°  khӶ t²ch trên D và  

D D D

D D

(f (x, y) g(x, y))dxdy f (x, y)dxdy g(x, y)dxdy,

a f (x, y)dxdy a f (x, y)dxdy,

° = °

=

ññ ññ ññ

ññ ññ
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D D

f (x, y)dxdy f (x, y) dxdy¢ññ ññ .                                                  (2.4) 

ii) NԒu D c· thԜ t§ch thành hai miԚn (c· di֓n t²ch) và không dӾm lên nhau  
(phӺn chung ch֕ c· thԜ là m֥t phӺn biên cֳa m֣i miԚn): 1 2D D D= Ç , thì 

1 2D D D

f (x, y)dxdy f (x, y)dxdy f (x,y)dxdy= +ññ ññ ññ .                    (2.5) 

iii) NԒu f (x, y) g(x, y), (x, y) D¢ " Í  thì 

D D

f (x,y)dxdy g(x, y)dxdy¢ññ ññ .                                                (2.6) 

iv) Các hàm 2 2f (x, y)g(x, y), f (x, y), g (x, y)  khӶ t²ch trên D và 

 
2 2 2

D D D

f (x, y)g(x, y)dx dy f (x,y) dx dy g (x, y)dx dyå õå õå õ ¢æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷
ññ ññ ññ   (2.7)  

(BӸt ĽԆng thֵc Cauchy-Schwarz). 
Nghi֓m Ľ¼ng ņ֗nh lĨ vԚ gi§ tr֗ trung bình.  

2.1.2. Cách tính trong t֙a Ľ֥ Descates 
a. MiΖn lͫy t²ch ph©n c· dͧng hình chυ nhͻt 
ņΠnh lĨ 2.2. Cho D {(x, y) : a x b, c y d}= ¢ ¢ ¢ ¢  và giӶ sֹ f(x,y) là hàm 

liên tֱc tr°n D. Khi Ľ· t²ch ph©n 
d

c

f (x, y)dyñ  x§c Ľ֗nh v֧i m֙i x [a, b]Í  và  

b d b d

D a c a c

f (x, y)dxdy f (x, y)dy dx : dx f (x, y)dy
è ø

= =é ù
é ùê ú

ññ ñ ñ ñ ñ . 

ņ֡i vai trò hai biԒn ta thu ĽҼ֯c  
d b

D c a

f (x, y)dxdy dy f (x, y)dx=ññ ñ ñ .                                               (2.9) 

X®t trҼ֩ng f (x, y) h(x).k(y)= . Theo ņ֗nh lĨ 2.2,  

( )
b d b d

D a c a c

h(x).k(y)dx dy dx h(x).k(y) dy h(x)dx . k(y)dy .
å õ å õ

= = æ ö æ ö
æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

ññ ñ ñ ñ ñ  

HΜ quͩ.     
b d

{a x b; c y d} a c

h(x).k(y)dxdy h(x)dx . k(y)dy
¢ ¢ ¢ ¢

=ññ ñ ñ .      (2.10) 

Ví dλ 2.1. Tính  i) 2

0 x,y 1

(x y )dxdy
¢ ¢

+ññ ,  ii) y

{0 x /2, 1 y 2}

sin 2x 2 dx dy
¢ ¢p ¢ ¢
ññ . 
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Giͩi. i) 
1 1 1 3

y 12
y 0

0 0 0

yI dx (x y )dy xy dx
3

=
=

å õ
= + = +æ ö

ç ÷ñ ñ ñ
1

0

1 5x dx
3 6

å õ= + =æ ö
ç ÷ñ .  

ii)     
/2 2 y

y /2 2
0 1

0 1

cos2x 2 3J sin 2x dx. 2 dy .
2 ln 2 ln 2

p
p-

= = =ñ ñ .           #             

b. MiΖn lͫy t²ch ph©n c· dͧng bͫt kȢ 

¶ NԒu D là hình thang cong 
1 2D {(x, y) : a x b, y (x) y y (x)}= ¢ ¢ ¢ ¢  

(Hình 2.2a), 1 2y (x), y (x)  liên tֱc trên [a, b], hàm f(x,y) liên tֱc trên D thì 

2 2

1 1

y (x) y (x)b b

D a y (x) a y (x)

f (x, y)dxdy dx f (x, y)dy f (x, y)dy dx.
è ø
é ù= =
é ùê ú

ññ ñ ñ ñ ñ    (2.11) 

¶ D-hình thang cong Ľ§y//Ox: 
1 2D {(x, y) : c y d, x (y) x x (y)}= ¢ ¢ ¢ ¢   

f(x,y), 1 2x (y), x (y)  là nhֻng hàm liên tֱc thì  

 

Hình 2.2. Mίt sΧ miΖn lͫy t²ch ph©n th¹ng dλng trong 2y  

2 2

11

x (y) x (y)d d

D c x (y) c x (y)

f (x, y)dxdy dy f (x, y)dx f (x, y)dx dy.
è ø
é ù= =
é ùê ú

ññ ñ ñ ñ ñ   (2.12) 

¶ D vַa c· dӴng ֫ Hình 2.2a, vַa c· dӴng ֫ Hình 2.2b (xem Hình 2.2c): 
Ch֙n m֥t trong hai công thֵc (2.11) hoԊc (2.12). Tַ Ľ· 

2 2

1 1

y (x) x (y)b d

D a y (x) c x (y)

f (x, y)dxdy dx f (x, y)dy dy f (x, y)dx= =ññ ñ ñ ñ ñ       (2.13) 

DҼ֩ng nhҼ lu¹n c· m֥t thֵ tֽ lӸy t²ch ph©n thuԀn l֯i hҺn thֵ tֽ kia! 
H̯αng d͵n c§ch x§c ĽΠnh cͻn TP (xem [1]). 

Ví dλ 2.2. Tính 2

D

I x (y x)dxdy= -ññ , D là miԚn gi֧i hӴn b֫i c§c ĽҼ֩ng  

2 2y x và x y= = . 

Giͩi. 2x y 0 y x= ² Ú = ° . Giao ĽiԜm: 2 2y x , y x x 0, x 1.= = Ý = =  
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2
2

1 x 1 2
y x2 2 3
y x

0 0x

y 1I dx x (y x)dy x x y dx ... .
2 504

=
=

å õ
= - = - = =æ ö

ç ÷ñ ñ ñ       # 

  Ví dλ 2.3. Cho D là miԚn gi֧i 
hӴn b֫i c§c ĽҼ֩ng 

 y x, y x 1, y 1, y 3= = + = = . 

Tính  2 2

D

I (x y )dxdy= +ññ . 

Giͩi.   
     D {(x, y) :1 y 3, y 1 x y}= ¢ ¢ - ¢ ¢ . 

 
y3 3 3

x y2 2 2
x y 1

1 y 1 1

xI dy (x y )dx y x dy
3

=
= -

-

å õ
= + = +æ ö

ç ÷ñ ñ ñ  

 
3 3 3

3 2

1

y (y 1)y y (y 1) dy ... 14
3 3

å õå õ-
= + - + - = =æ öæ ö

ç ÷ç ÷ñ .                 #  

Ví dλ 2.4. Tính tích phân 
21 2

x

0 2y

dy e dxñ ñ . (Kh¹ng c· nguy°n h¨m sҺ cӸp) 

( )2 2 2 22 x/2 2 2
x x x 2 x 2 4

0
0 0 0 0

1 1 1 1I dx e dy xe dx e d(x ) e e 1
2 4 4 4

= = = = = -ñ ñ ñ ñ . 

 2.1.3. ņ֡i biԒn s֝ v֧i t²ch ph©n k®p 

a. Công thοc ĽΫi biΔn tΫng qu§t  

 ņԜ t²nh t²ch ph©n k®p nhiԚu khi ta d½ng ph®p Ľ֡i biԒn  

x x(u, v)
y y(u,v), (u, v) D '
=ë

ì = Íí
.                                                  (2.14) 

 + x(u,v), y(u,v) là các hàm liên tֱc, c· c§c ĽӴo hàm riêng liên tֱc trong 

miԚn Ľ·ng, gi֧i n֥i D Oxy,¡ Ë  ( D¡có di֓n t²ch); 

 + (2.14) x§c Ľ֗nh m֥t song §nh (ĽҺn §nh v¨ l°n) tַ D D Oxy¡ ­ Ë ;  

 + ņ֗nh thֵc Jacobi 

u v

u v

x xD(x, y)J det 0, (u,v) D'
y yD(u,v)
¡ ¡è ø

= = ¸ " Íé ù¡ ¡ê ú
;           

(có thԜ trַ ra tӴi m֥t s֝ hֻu hӴn ĽҼ֩ng). Khi Ľ· 

  y 
  3 
 
   
 
 
  1 

      O         1                    3           x 
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D D'

f (x, y)dxdy f (x(u,v), y(u,v)) J dudv=ññ ññ .                        (2.15) 

Chú ý. i) Tính chӸt cֳa Ľ֗nh thֵc Jacobi là: 

D(u,v) D(x, y) 10 D(u, v)D(x, y) D(u,v)
D(x, y)

¸ Ý = .                                       (2.16) 

ņiԚu này có thԜ gi¼p ta t²nh Ľ֗nh thֵc Jacobi J thuԀn l֯i hҺn.  

ii) BԄng Ľ֡i biԒn u x, v y= = -  ta nhԀn ĽҼ֯c kԒt quӶ hֻu ²ch sau: 

* Cho D là miԚn Ľ֝i xֵng qua trֱc Ox, 1D  là phӺn miԚn D ph²a trên trֱc 

Ox (xem Hình 2.3a) thì 

1D
D

2 f (x,y)dxdy, f (x, y)
f (x, y) dxdy

0, f (x, y)

ë
î= ì
îí

ññ
ññ

ch½n víi biÕn y

lÎ víi biÕn y

       (2.17) 

(Hàm f(x,y) chΈn vαi biΔn y nԒu f (x, y) f (x, y), (x,y) D- = " Í  

                     lΐ vαi biΔn y nԒu     f (x, y) f (x, y), (x, y) D- = - " Í ). 

* TҼҺng tֽ khi miԚn D Ľ֝i xֵng qua trֱc tung.  

 

Hình 2.3. MiΖn ĽΧi xοng qua trλc Ox (a) và qua trλc Oy (b) 

Ví dλ 2.5. Tính tích phân 4 5

D

I (x y) (x 2y) dxdy= + -ññ . 

trong Ľ· D l¨ miԚn gi֧i hӴn b֫i c§c ĽҼ֩ng thԆng 
x y 2, x y 3, x 2y 1, x 2y 2.+ = + = - = - =  

Giͩi. D {(x, y) : 2 x y 3, 1 x 2y 2}= ¢ + ¢ ¢ - ¢ . ņԊt 

2 1 2 1x u vu x y 13 3 3 3J det .
v x 2y 1 1 1 1 3y u v

3 3 3 3

ë è ø= +î é ù= +ë îÚ Ý = = -é ùì ì= -í é ùî = - -é ùîí ê ú
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Khi Ľ· miԚn D tr֫ thành D {(v,v) : 2 u 3, 1 v 2}¡ = ¢ ¢ ¢ ¢ . 
3 2 5 6

4 5 3 2
2 1

2 1

1 1 u vI du u v dv 147,7
3 3 5 6

å õå õ
Ý = = =æ öæ ö

ç ÷ç ÷ñ ñ . 

Chú ý. Dùng tính chӸt (2.16) ta c· c§ch thֵ hai ĽԜ t²nh J thuԀn l֯i hҺn: 

  
1 1D(u,v) D(x, y) 1 13 J D(u,v)1 2D(x, y) D(u,v) 3

D(x, y)

= = - Ý = = = -
-

.           #      

b. ņΫi biΔn tΣa Ľί cχc 

X®t Ľ֡i biԒn t֙a Ľ֥ cֽc 
x r cos
y r sin .
= që

ì = qí
. ņ֗nh thֵc Jacobi cֳa ph®p biԒn Ľ֡i là 

r

r

x x cos r sinD(x, y)J det r 0
y y sin r cosD(r, )

q

q

¡ ¡ q - qè ø
= = = = ¸é ù¡ ¡ q qq ê ú

   (trַ ra tӴi O(0,0)). 

D D'

f (x, y)dxdy f (r cos , r sin ) r drd= q q qññ ññ .                            (2.18) 

ņԊc bi֓t, nԒu miԚn D c· dӴng hình quͧt nhҼ ֫ Hình 2.4 ta nhԀn ĽҼ֯c 

1 2D { , r ( ) r r ( )}¡ = a ¢ q ¢ b q ¢ ¢ q , 

2

1

r ( )

D r ( )

f (x, y)dxdy d f (r cos , r sin ) r dr
qb

a q

= q q qññ ñ ñ .                       (2.19) 

 
Hình 2.4. MiΖn hình quͧt 

C§ch x§c ĽΠnh cͻn: Xem [1] 

Ví dλ 2.6. i) Chֵng minh rԄng   
2 2 2

4
2 2

{x y R }

R(x y )dxdy
4

+ ¢

p
+ =ññ .  

ii) Tính tích phân 2
2 2

D

1I sin(xy dxdy
1 x y

å õ
æ ö= +
æ ö+ +ç ÷
ññ ,  

v֧i D là nֹa trên hình tròn tâm O, bán kính 1. 
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Giͩi. i) ņԊt x r cos , y r sin= q = q  thì J r= , tַ Ľ· 
2 R 4 4

2 R
0

0 0

r RI d r r dr 2 .
4 2

p p
= q = p =ñ ñ . 

ii) 2
1 22 2

D D

1I sin(xy )dxdy dxdy I I
1 x y

= + = +
+ +

ññ ññ  

1I 0=  (lý do?) 

2I : ĽԊt x r cos , y r sin= q = q , J r=  , 

1 1

2 2 2 2 2 2
0 0 0 0

r rI I d dr d dr
1 r cos r sin 1 r

p p

= = q = q
+ q + q +

ñ ñ ñ ñ    

1 2
2 1

02
0 0

d(r 1)= d 1 r ( 2 1).
2 1 r

p +
q = p + = p -

+
ñ ñ                                 # 

TΣa Ľί cχc co giãn (ἁ) (xem tài li֓u [1]) 
x r cosx a r cos a

y b r sin y r sin
b

ë = qî= që îÚì ì= qí î = q
îí

                                                  (2.20) 

Nhͻn x®t. Hình dung t֙a Ľ֥ cֽc co giãn thuԀn l֯i th¹ng qua c§c ĽҼ֩ng 

Ľ֟ng mֵc (Hình 2.5b). Các ĽiԜm trên trֱc t֙a Ľ֥ Ox, Oy c· g·c cֽc nhҼ nhau 

v֧i t֙a Ľ֥ cֽc th¹ng thҼ֩ng cȈng nhҼ t֙a Ľ֥ cֽc co giãn: V֧i cӶ hai loӴi t֙a Ľ֥ 

cֽc, c§c ĽiԜm tr°n tia Ox ĽԚu c· g·c cֽc l¨ 0, c§c ĽiԜm tr°n tia Oy ĽԚu c· g·c 

cֽc là / 2p  ..., c§c ĽҼ֩ng Ľ֟ng mֵc 0, / 2, , 3 / 2, 2 ,...q = p p p p  vӾn là các tia Ox, 

Oy,                                   (ƿ)    

Khi dùng t֙a Ľ֥ cֽc co giãn x a r cos , y b r sin= q = q , Ľ֗nh thֵc Jacobi cֳa 

phép biԒn Ľ֡i là J abr= . Tַ Ľ· ta nhԀn ĽҼ֯c  

D D'

f (x, y)dxdy ab f (arcos ,br sin ) r drd= q q jññ ññ .                    (2.21) 

Ví dλ 2.7. Tính di֓n t²ch hình gi֧i hӴn b֫i elip 
2 2x y 1

9 4
+ = , tia Ox và tia: 

i) y x (x 0)= ² ;          ii) y 2x / 3 (x 0)= ² . 

Giͩi. X®t ph®p Ľ֡i biԒn t֙a Ľ֥ cֽc (co giãn) 
x 3r cos

; J 6r
y 2r sin
= që

=ì = qí
. 

i) 1y x 2r sin 3r cos tan 3 / 2 arctan (3 / 2)= Ú j = qÚ q = Ú q = q = . 
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1 1 2

1
1 0 1

D 0 0

r 3S dxdy d 6r dr 6. | 3 3arctan
2 2

q

= = q = q = q =ññ ñ ñ . 

Nhͻn x®t. NhiԚu ngҼ֩i nhӺm 1 / 4q = p .  
ii) 2y 2x / 3 2rsin (2 / 3)3r cos tan 1 / 4= Ú q = qÚ q = Ú q = q = p . 

/4 1 2
1
0

D 0 0

r 3S dxdy d 6r dr 6. |
4 2 4

p p p
= = q = =ññ ñ ñ .                                    #   

Ví dλ 2.8. Tính 
2 2

2 3

D

x y( xy x y sin(y ))dxdy ; D 1
9 16
ë ûî î+ + + = + ¢ì ü
î îí ý

ññ . 

Giͩi. 2 3
1 2 3

D D D

I ( xy y )dxdy x dxdy sin (y )dxdy I I I= + + + = + +ññ ññ ññ . 

D là miԚn Ľ֝i xֵng qua trֱc Oy, hàm f(x,y) = x lԎ v֧i biԒn x, vԀy 2I 0= .  

TҼҺng tֽ, D Ľ֝i xֵng qua Ox,  3sin (y )  lԎ v֧i biԒn y nên 3I 0= . Tַ Ľ· 

( )
1

2 2
1

D D

I I xy y dxdy 4 (xy y )dxdy= = + = +ññ ññ  

trong Ľ· 
2 2

1
x yD 1, x, y 0
9 16
ë ûî î= + ¢ ²ì ü
î îí ý

.  

ņԊt x 3rcos , y 4r sin , J 12r= q = q = , ta ĽҼ֯c 
1 /2

2 2

0 0

I 4 dr (3rcos 4r sin 16r s in )12r d
p

= q q + q qñ ñ  

 
/24

1
0

0

r4,12 (6sin 2 8(1 cos2 ))d 24(3 2 ).
4

på õ
= q + - q q = + pæ ö

ç ÷ ñ  # 

Chú ý. i) ņԜ thuԀn l֯i, ngҼ֩i ta còn dùng phép Ľ֡i trֱc  

0 0

0 0

x X x X x x
y Y y Y y y

å õ= + = -ë ë
Úæ öì ìæ ö= + = -í íç ÷

  

ĽԜ ĽҼa g֝c vԚ 0 0(x , y ) ; tiԒp theo d½ng Ľ֡i biԒn X rcos , Y rsin= q = q . 

Vi֓c x§c Ľ֗nh cԀn cֳa c§c biԒn r, q  nhiԚu khi kh§ d֑.  

Thֽc chӸt cֳa hai lӺn Ľ֡i biԒn trên là sֹ dֱng ph®p Ľ֡i biԒn tΣa Ľί cχc 
dΠch chuyΘn   

0 0

0 0

x rcos x x x rcos
y r sin y y y r sin
= q + - = që ë

Úì ì= q + - = qí í
, v֧i J r= . 

ii) NhiԚu khi miԚn lӸy t²ch ph©n cho phép ta sֹ dֱng cӶ t֙a Ľ֥ cֽc th¹ng 
thҼ֩ng và t֙a Ľ֥ cֽc d֗ch chuyԜn. Tuy nhiên khi thֽc hi֓n lӸy t²ch ph©n lԊp v֧i 
loӴi t֙a Ľ֥ này thì d֑, v֧i loӴi kh§c lӴi kh· hҺn nhiԚu. Kh¹ng c· m֥t g֯i Ĩ cho 
ĽiԚu này.   

iii) ņ¹i khi, ngҼ֩i ta còn dùng Ľ֡i biԒn tΣa Ľί cχc co giãn dΠch chuyΘn 
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0

0

x x a r cos
y y br sin
- = që

ì - = qí
, v֧i J ab r= . 

2.1.4. ִng dֱng cֳa t²ch ph©n k®p  
a. ξng dλng hình hΣc 

¶  Di֓n t²ch mӶnh phԆng + ThԜ t²ch vԀt thԜ   (Ľã biԒt) 

¶ Di֓n t²ch mԊt cong 
2(S) : z f (x, y), (x, y) D= Í Ë y  

2 2
x y

D

dt(S) 1 (f ) (f ) dxdy¡ ¡= + +ññ .                               (2.22) 

ņԜ §p dֱng (2.22), D: Hình chiԒu cֳa S lên Oxy.  
Ví dλ 2.9. Tính di֓n t²ch hình phԆng gi֧i hӴn b֫i ĽҼ֩ng Lemniscat  

(L): 2 2 2 2 2 2(x y ) a (x y ) (a 0).+ = - >  

Giͩi. x r cos , y r sin= q = q , dӾn ĽԒn 

2 2 2 2 2 2 2(r ) a (r cos r sin ) r a cos2= q- q Ú = q . 

Tַ t²nh Ľ֝i xֵng,  

1

a cos 2/4 /4 2
r a cos 2

1 r 0
S 0 0 0

rS 4S 4 dxdy 4 d rdr 4 d
2

qp p
= q
== = = q = qññ ñ ñ ñ  

   
/4

2 2 /4 2
0

0

2 a cos 2 d a sin 2 a .
p

p= q q = q =ñ                                      # 

Ví dλ 2.10. Tính di֓n t²ch cֳa mԊt x§c Ľ֗nh b֫i giao cֳa c§c mԊt trֱ 
2 2 2 2 2 2x z a , y z a (a 0).+ = + = >  

Giͩi. Tַ t²nh Ľ֝i xֵng, 1dt(S) 16dt(S )= , trong Ľ· 1S  là mԊt nhҼ Hình 2.6.  

Trên 1(S )  thì 2 2 2x z a , z 0+ = ²  hay 1(S ) : 2 2z a x , (x, y) D= - Í ; D là 
hình chiԒu cֳa 1(S )  xu֝ng mԊt Oxy, (tam gi§c OAB). VԀy 

a x 2
2 2

1 x y 2 2
D 0 0

2xdt(S ) 1 (z ) (z ) dxdy dx 1 dxdy
2 a x

-å õ¡ ¡= + + = + æ ö
-ç ÷

ññ ñ ñ  
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a x

2
2 2

0 0

adx dy a .
a x

= =
-

ñ ñ  

         Suy ra 2dt(S) 16a= .           # 

 

Ví dλ 2.11. Tính thԜ t²ch V cֳa vԀt thԜ gi֧i hӴn b֫i mԊt trֱ 2 2x y 2x+ =  
và mԊt cӺu 2 2 2x y z 4+ + = . 

Giͩi. Khi chiԒu vԀt thԜ V lên mԊt Oxy ta ĽҼ֯c miԚn D gi֧i hӴn b֫i ĽҼ֩ng 
2 2 2 2x y 2x (x 1) y 1+ = Ú - + = : ĽҼ֩ng tròn tâm I(1,0)  bán kính 1.  

2 2 2 2 2x y z 4, z 0 z 4 x y .+ + = ² Ú = ° - -  

Tַ t²nh Ľ֝i xֵng, thԜ t²ch V ĽҼ֯c t²nh b֫i  

2 2

D

V 2 4 x y dxdy= - -ññ . 

ChuyԜn qua t֙a Ľ֥ cֽc: x r cos , y r sin= q = q  thì J r= , 

2 2 2 2 2 2x y 2x r cos r sin 2r cos r 2cos+ = Ú q+ q = qÚ = q . 

2cos/2
2

/2 0

V 2 d 4 r r dr
qp

-p

= j -ñ ñ  

  
/2

2 cos2 3/2
0

/2

1 2 16(3 4)2. . (4 r ) d
2 3 9

p
q

-p

- p -
= - q =ñ .         #  

b. Mίt sΧ οng dλng c̭ hΣc 
* KhΧi l̯ιng bͩn phΆng D:  

D

m (x,y)dxdy;= rññ                                                                  (2.23) 

* TrΣng t©m G GG(x , y ) : 

G G
D D

1 1x x (x, y)dxdy, y y (x,y)dxdy.
m m
= r = rññ ññ              (2.26) 

ņԊc bi֓t, nԒu vԀt Ľ֟ng chӸt thì (x, y) constr = r = , công thֵc trên tr֫ thành 

G G
D D

1 1x x dxdy, y y dxdy
S S
= =ññ ññ                                      (2.27) 
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trong Ľ· S l¨ di֓n t²ch miԚn D.  
Ví dλ 2.12. Tính kh֝i lҼ֯ng, m¹ men qu§n t²nh v֧i c§c cӴnh OA, OB, ĽiԜm 

O cȈng nhҼ t֙a Ľ֥ tr֙ng t©m cֳa m֥t phӺn tҼ hình tròn D, biԒt rԄng kh֝i lҼ֯ng 
riêng tӴi ĽiԜm M trên D t  ׁl֓ v֧i khoӶng c§ch ĽԒn m֣i cӴnh OA, OB. 

         Giͩi 
        Xét h֓ trֱc nhҼ Hình 2.8. Ta có,  

                  
2 2 2(x, y) : x y RD

x 0, y 0

ë û+ ¢î î= ì ü
² ²î îí ý

. 

         Kh֝i lҼ֯ng riêng là 
                    (x, y) Kxyr = .  

Hình 2.8. 1/4 hình tròn 

* 
2 2

2 2R R x R 4
2 R x

0
D 0 0 0

1 K Rm Kxydxdy dx Kxydy K x y dx .
2 8

-
-å õ

= = = =æ ö
ç ÷ññ ñ ñ ñ  

* 
2 2R R x 6

2 3
OA OB

D 0 0

K RM M K x xydxdy K dx x ydy ...
24

-

= = = = =ññ ñ ñ  

* 
2 2R R x 5

2

D D 0 0

K Rx (x, y)dxdy K x.xydxdy K dx x ydy
15

-

r = = =ññ ññ ñ ñ  

5 4

G
K R KR 8x : R.
15 8 15

= =  Tַ t²nh Ľ֝i xֵng, G G
8x y R.

15
= =          # 

* Chֻa bài tԀp (2 tiԒt):  
ņS. 1. e)  2(e - 2).;    5. f): 20/3;   6(a):        ;  

7. e) (3 2ln 2) / 4- ;   f) 8 2ln(1 2)- + .   

8: b) 5 3
6
p
-  ;   d) (1/3) ln (b/a);      9: g)  7/24 ;     

10: f) 64 / 3p ;   g) 8p ;   h) 316a / 3 .      14: c) 3 3 1
12
-

p ;    d) 22a ( 2)p - .  

b) ThӶo luԀn - ViԒt c¹ng thֵc chuyԜn TP k®p sang TP lԊp, cԀn cֳa biԒn x 
trҼ֧c, cԀn cֳa biԒn y sau;   NgҼ֯c lӴi  
- Nêu toӴ Ľ֥ Descates và toӴ Ľ֥ cֽc cֳa v¨i ĽiԜm ĽԊc bi֓t. 
- VԐ m֥t s֝ hình, nêu cách xác Ľ֗nh cԀn t²ch ph©n. 

c) Tֽ h֙c VD 2.11;   VD2.25 ;    VD 2.26;    
VD 2.27;    

d) Bài tԀp  B֡ tr֯: 1(b,  d);      2(b,  c);      3(b);   4(a,   b);    5(a,   c,  d); 
 6(b);   7(d,   c);       8(a);    9(d,  f);      10(c);      15; 17;     

Tài li֓u  Tài li֓u [1], tr .... 



 58

Bài giӶng 6: Tích phân b֥i (tiԒp) 
ChҼҺng, mֱc: 2  
TiԒt thֵ: 26-30      TuӺn thֵ: 6  
Mλc Ľ²ch, yêu cͭu:     

¶ NԂm c§ch x§c Ľ֗nh cԀn TP 
¶ M֥t s֝ ֵng dֱng 
¶ NԂm ĽҼ֯c m֥t s֝ c§c Ľ֡i biԒn t֡ng qu§t kh§c 
¶ Thֽc chӸt Ľ֡i biԒn toӴ Ľ֥ trֱ là gì.   

- Hình thοc tΫ chοc dͧy hΣc: 
Hình thֵc chֳ yԒu: LĨ thuyԒt, thӶo luԀn - tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu 

- Thγi gian:  
Lý thuyԒt, thӶo luԀn: 5t - Tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu: 5t 

- ņΠa ĽiΘm: 
GiӶng ĽҼ֩ng do P2 ph©n c¹ng. 

- Nίi dung ch²nh: 
§2.2. Tích phân b֥i ba 

 
§ 2.2. TÍCH PHÂN B֤I BA   

2.2.1. M֫ ĽӺu 
a. ņΠnh nghǫa 

Cho 3u f (x, y,z), (x, y, z) V= Í Ë y , V: miԚn gi֧i n֥i, c· thԜ t²ch. 

Chia V thành n mӶnh nh֛ kh¹ng dӾm lên nhau. G֙i c§c mӶnh nh֛ Ľ· là 
1 n( V ),..., ( V )D D  và thԜ t²ch tҼҺng ֵng cֳa ch¼ng là 1 nV ,..., VD D . 

Trên m֣i mӶnh ( iVD ) lӸy ĽiԜm  iM  tùy ý: i i i i iM (x , y , z ) ( V )Í D . 

LԀp t֡ng TP 
n

n i i i i
i 1

I f (x , y ,z ) V
=

= Dä ,                                                         (2.28) 

G֙i id  là Ľ̯γng k²nh cֳa mӶnh ( iVD ): 

i i id d( V ) Sup{MN : M, N V }= D = ÍD . 

NԒu khi n­¤  sao cho 1 n nMax(d ,...,d ) 0, I­  dӺn ĽԒn gi֧i hӴn I hֻu 
hӴn,  kh¹ng phֱ thu֥c vào cách chia miԚn V và cách ch֙n c§c ĽiԜm iM  trên (

iVD ) thì ta nói:  

+ Hàm f(x,y,z) khͩ t²ch trên V; 
+ I ĽҼ֯c g֙i là tích phân bίi ba cֳa hàm f(x,y,z) trên V, ký hi֓u là 

V

f (x, y, z) dxdydzñññ  (hay 
V

f dxdydzñññ  hay 
V

f (x, y, z) dVñññ …); 
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+ V là miΖn lͫy tích phân; f(x,y,z) là h¨m d̯αi dͫu t²ch ph©n. 
L̯u ý. ֪ trên ta dùng thuԀt ngֻ miΖn c· thΘ t²ch. ņӴi thԜ, Ľ· là miԚn kh¹ng 

quá "lӴ lùng"; miԚn ta x®t th¹ng thҼ֩ng lu¹n c· thԜ t²ch.  
b. ņiΖu kiΜn tΩn tͧi. Cho V là miԚn gi֧i n֥i, (c· thԜ  t²ch). 
* f(x,y,z) liên tֱc trên V thì khӶ t²ch trên V; 
* f(x,y,z) b֗ chԊn, liên tֱc tַng mӶnh trên V thì khӶ t²ch trên V.  
c. Tính chͫt cνa t²ch ph©n bίi ba 
Gi֝ng v֧i t²ch ph©n x§c Ľ֗nh. 
2.2.2. Cách tính trong t֙a Ľ֥ Descates 
a. MiΖn lͫy t²ch ph©n là hình hίp  
V = {(x, y, z) : a x b, c y d, e z f}¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢  

b d f

V a c e

f (x, y,z)dV dx dy f (x, y, z)dz=ñññ ñ ñ ñ  

(Có thԜ Ľ֡i sang m֥t thֵ tֽ kh§c). 
b. MiΖn lͫy t²ch ph©n c· dͧng hình trλ cong 

2
1 2V {(x, y,z) : (x, y) D , z (x, y) z z (x, y)}= Í Ë ¢ ¢y .  

2 2

1 1

z (x,y) z (x,y)

V D z (x,y) D z (x,y)

I f (x, y,z)dxdydz f (x, y,z)dz dxdy : dxdy f (x, y, z)dz.
å õ
æ ö= = =
æ ö
ç ÷

ñññ ññ ñ ññ ñ

 
Hình 2.9. MiΖn hình trλ cong 

HҺn nֻa, nԒu miԚn D là hình thang cong có Ľ§y // Oy (xem Hình 2.9)  

1 2D {(x,y): a x b, y (x) y y (x)},= ¢ ¢ ¢ ¢   
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2 2

1 1

y (x) z (x,y)b

V a y (x) z (x,y)

I f (x, y, z)dxdydz dx dy f (x, y, z)dz.= =ñññ ñ ñ ñ        (2.30) 

LҼu ý. (ii) MiԚn D ch²nh là hình chiԒu cֳa vԀt thԜ V lên mԊt Oxy. 
(iii) ņԜ x§c Ľ֗nh c§c cԀn t²ch ph©n: Xem [1].  
NԒu vԀt thԜ c· dӴng hình trֱ cong, v֧i ĽҼ֩ng sinh song song v֧i trֱc Ox 

(hoԊc Oy) thì cӺn ĽiԚu ch֕nh thֳ tֱc Ľi ²t nhiԚu; chԆng hӴn ĽԜ tìm miԚn D ta phӶi 
chiԒu vԀt thԜ V lên các mԊt Oyz (hoԊc Ozx). 

Ví dλ 2.13. Tính tích phân b֥i ba  

3
V

1I dxdydz
(1 x y z)

=
+ + +ñññ ,  

        V là vԀt thԜ gi֧i hӴn b֫i c§c mԊt t֙a 
Ľ֥ và mԊt phԆng x y z 1+ + = . 

G. x y z 1 z 1 (x y)+ + = Ú = - + . 

ChiԒu V xu֝ng mԊt phԆng Oxy ta 
nhԀn ĽҼ֯c tam gi§c OAB. VԀy  

 
Hình 2.10. Vͻt thΘ ε V² dλ 2.13 

1 x y1 1 x

3
0 0 0

1I dx dy dz
(1 x y z)

- --

=
+ + +ñ ñ ñ   

  
1 1 x 2

z 1 x y
z 0

0 0

(1 x y z)dx dy
2

- -
= - -
=

è ø+ + +
= é ù

-ê úñ ñ   

  
1 1 x

2
0 0

1 1 1 1 5dx dy ... ln 2 .
2 4 2 16(1 x y)

-
è ø= - = = -é ù+ +ê ú

ñ ñ                               # 

Ví dλ 2.14. Tính tích phân 
V

I xyzdxdydz= ñññ  v֧i V là miԚn gi֧i hӴn b֫i 

các mԊt 2 2x 0, y 0, z 0, x 1, y 2, z x y .= = = = = = +  
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Hình 2.11. MiΖn ε V² dλ 2.14 

Giͩi. ChiԒu V xu֝ng Oxy ta ĽҼ֯c D {0 x 1, 0 y 2}.= ¢ ¢ ¢ ¢  VԀy 

2 2
2 2x y1 2 1 2 2

z x y
z 0

0 0 0 0 0

z 121I dx dy xyzdz dx xy dy
2 60

+
= +
=

å õ
= = =æ ö

ç ÷ñ ñ ñ ñ ñ .       # 

c. Tính tích phân theo thiΔt diΜn 
b

V a S(x)

f (x,y,z)dxdydz dx f (x,y,z)dydz=ñññ ñ ññ .                          (2.31) 

XӶy ra c¹ng thֵc tҼҺng tֽ khi x®t c§c thiԒt di֓n Oy hay Oz^ ^ .  

Ví dλ 2.15 . Tính tích phân 4

V

I x dxdydz= ñññ  

trong Ľ· V l¨ miԚn gi֧i hӴn b֫i elipsoid 
2 2 2

2 2 2
x y z 1
a b c
+ + = .  

Giͩi. 
a a a

4 4 4

a S(x) a S(x) a

I dx x dydz x dx. dydz x dt(S(x))dx
- - -

= = =ñ ññ ñ ññ ñ . 

B֫i vì 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
x y z y z x1 1
a b c b c a
+ + = Ú + = -  hay 

2 2

2 2
2 2

2 2

y z 1
x xb 1 c 1
a a

+ =
å õ å õ
æ ö æ ö- -æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

2

2
xdt(S(x)) bc 1 .
a

å õ
Ý = p -æ ö

ç ÷
  

Tַ Ľ·  
a 2

4 5
2

a

x 4I x bc 1 dx bca
35a-

å õ
= p - = pæ ö

ç ÷ñ .                                         # 
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2.2.3. ņ֡i biԒn s֝ trong t²ch ph©n b֥i ba 
a. Công thοc ĽΫi biΔn tΫng qu§t  

Có thԜ d½ng Ľ֡i biԒn  

3
x x(u,v,w)
y y(u,v,w) (u,v, w) V
z z(u, v,w)

=ë
î ¡= Í Ëì
î =í

y .                                      (2.32) 

 + Các hàm x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w) liên tֱc, c· c§c ĽӴo hàm riêng liên 

tֱc trong miԚn Ľ·ng V Oxyz,¡ Ë  ( V¡có thԜ t²ch); 

 + (2.32) x§c Ľ֗nh m֥t song §nh (ĽҺn §nh v¨ l°n) tַ V V Oxyz¡ ­ Ë ;  

 + ņ֗nh thֵc Jacobi 

u v w

u v w

u v w

x x x
D(x, y, w)J det y y y 0 (u,v,w ) V
D(u,v,w)

z z z

¡ ¡ ¡è ø
é ù¡ ¡ ¡ ¡= = ¸ " Íé ù
¡ ¡ ¡é ùê ú

        (2.33) 

(có thԜ trַ ra tӴi m֥t s֝ hֻu hӴn mԊt). Khi Ľ· 

   
V V

f (x,y,z)dxdydz f (x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v, w)) J dudvdw
¡

=ñññ ñññ . (2.34) 

Nhͻn x®t. BԄng c§ch Ľ֡i biԒn u x, v y, w z= = = -  ta nhԀn ĽҼ֯c kԒt quӶ 

hֻu ²ch sau: 

* Cho V là miԚn Ľ֝i xֵng qua mԊt phԆng Oxy, 1V  là phӺn miԚn V ph²a trên 

mԊt phԆng Oxy thì 

1V
V

2 f (x, y, z)dxdydz,
f (x, y,z)dxdydz

0,

ë
î= ì
îí

ñññ
ñññ

nÕu f(x,y,z) ch½n víi biÕn z

nÕu f(x,y,z) lÎ víi biÕn z

  

* Phát biԜu tҼҺng tֽ khi miԚn V Ľ֝i xֵng qua mԊt Oyz hoԊc Ozx.  

b. ņΫi biΔn tΣa Ľί trλ 
* ToӴ Ľ֥ trֱ. M(x,y,z) trong h֓ t֙a Ľ֥ Descates vu¹ng g·c Oxyz, tΣa Ľί trλ 

cֳa n· là b֥ ba s֝ (r, , z)q , trong Ľ· (r, )q  là t֙a Ľ֥ cֽc cֳa hình chiԒu M¡  cֳa M 
lên mԊt phԆng Oxy (xem Hình 2.13 ). 
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Hình 2.13. TΣa Ľί trλ 

Rõ ràng là r 0, 0 2 , z .² ¢ q < p -¤ < < ¤   

x r cos
y rsin
z z

= që
î = qì
î =í

                                                                             (2.35) 

Duy ch֕ c· c§c ĽiԜm trên trֱc Oz thì r 0= , q  tùy ý, z xác Ľ֗nh. C§c ĽiԜm 
kh§c c· tҼҺng ֵng 1 - 1 giֻa hai loӴi t֙a Ľ֥. 

Ta có thԜ viԒt M(x,y,z) hoԊc M(r, , z)q   

TΣa Ľί trλ suy rίng ֫ Ľ· r,q  có thԜ nhԀn gi§ tr֗ bӸt kȢ, kԜ cӶ gi§ tr֗ ©m, 
hay tΣa Ľί trλ co giãn. 

ņ֗nh thֵc Jacobi cֳa ph®p Ľ֡i biԒn (2.35) là 

 
cos r sin 0

J det sin r cos 0 r
0 0 1

q - qè ø
é ù= q q =é ù
é ùê ú

.  

NhԀn ĽҼ֯c c¹ng thֵc t²ch ph©n b֥i ba trong t֙a Ľ֥ trֱ 

V V

f (x, y,z) dxdydz f (r cos , r sin ,z) r d dr dz
¡

= q q qñññ ñññ .        (2.36) 

 
Hình 2.14. MiΖn hình trλ cong trong tΣa Ľί trλ 

 
                           z 
 
                                                M(x,y,z)      
 
                                                            y 

                            q           r    

              x                                M' 
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Khi miԚn V c· dӴng hình trλ cong và hình chiԒu cֳa n· lên mԊt phԆng Oxy 
có dӴng hình quӴt (xem Hình 2.14) thì  

2 2

1 1

r ( ) z (r cos , r sin )

V r ( ) z (r cos , r sin )

f (x, y,z) dxdydz d dr f (r cos , r sin ,z) r dz
q q qb

a q q q

= j q qñññ ñ ñ ñ  

Ví dλ 2.16. Tính tích phân 
V

I zdxdydz= ñññ  v֧i V là miԚn gi֧i hӴn b֫i c§c 

mԊt 2 2z x y và z h (h 0).= + = >    

Giͩi. X®t Ľ֡i biԒn t֙a Ľ֥ trֱ 

 
x r cos
y rsin
z z

= që
î = qì
î =í

 J rÝ = .  

2 2

2 2 2 2

z x y

r cos r sin r.

= +

= q + q =
 

  
Hình 2.15. Hình nón 

2 h h 2 h h2 4
h 2 2
r

0 0 r 0 0 0

z r hI d dr zr dz d r dr 2 (h r )dr .
2 2 4

p p p
= q = q = p - =ñ ñ ñ ñ ñ ñ           # 

Nhͻn x®t. ņԜ thuԀn l֯i khi x§c Ľ֗nh c§c cԀn cֳa t²ch ph©n lԊp, trҼ֧c hԒt ta 
chiԒu miԚn V lên mԊt Oxy. Dùng công thֵc (2.29) ta ĽҼ֯c 

2

1

z (x,y)

V D z (x,y)

I f (x, y,z)dxdydz f (x, y,z)dz dxdy
å õ
æ ö= =
æ ö
ç ÷

ñññ ññ ñ  

r֟i dùng t֙a Ľ֥ cֽc ĽԜ t²nh t²ch ph©n trên miԚn D.  
Thֳ tֱc "ĽҼa vԚ t֙a Ľ֥ cֽc" thuԀn l֯i hҺn d½ng trֽc tiԒp t֙a Ľ֥ trֱ. 
2.2.4. ִng dֱng cֳa t²ch ph©n b֥i ba  
a. ξng dλng hình hΣc 
ThԜ t²ch vԀt thԜ:  

V

V dxdydz= ñññ .                                                                        (2.44) 

Ví dλ 2.18. Tính thԜ t²ch V cֳa vԀt thԜ gi֧i hӴn b֫i c§c mԊt 
2 2 2 2 2

1 2(S ) : x y z 9, (S ) : x y 8z.+ + = + =  

                        z  
 
  
 
 
                                   
 
                                           h    y 
 
            h 
           x    
              

h 
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Giͩi. VԀt thԜ V nԄm giֻa mԊt dҼ֧i 2 2
1z (x y ) / 8= +  và mԊt trên 

2 2
2z 9 (x y ) 0.= - + ²   

Giao tuyԒn hai mԊt: 
2 2 2 2 2

2 2

x y z 9 x y 8...
z 1x y 8z

ë ë+ + = + =î îÚ Úì ì
=î+ =î íí

 

2 2D {(x,y) : x y 8}= + = , là hình tròn tâm O, bán kính R 8= . Tַ Ľ· 

2

1

z (x,y)
2 2 2 2

V D z (x,y) D

1V dxdydz dxdy dz 9 (x y ) (x y ) dxdy
8

å õ= = = - + - +æ ö
ç ÷ñññ ññ ñ ññ . 

Dùng t֙a Ľ֥ cֽc x rcos , y r sin= q = q  v֧i J r.=  VԀy 

2 8
2 2

0 0

1 40I d 9 r r r dr
8 3

p på õ= j - - =æ ö
ç ÷ñ ñ  (Ľvtt).                              # 

b. Mίt sΧ οng dλng c̭ hΣc 
Kh֝i lҼ֯ng riêng (x, y,z)r  tӴi ĽiԜm M(x, y, z) VÍ , (x, y,z)r . 

* KhΧi l̯ιng vͻt thΘ V:  

V

m (x,y, z)dxdydz.= rñññ                                                         (2.45) 

* TΣa Ľί trΣng t©m G G Gx , y ,z  cֳa V: 

G
V

G
V

G
V

1x x (x,y,z)dxdydz,
m

1y y (x, y, z)dxdydz,
m

1z z (x, y, z)dxdydz.
m

= r

= r

= r

ñññ

ñññ

ñññ

                                               (2.46)                     

ņԊc bi֓t, (x, y,z) constr = r =  (vԀt Ľ֟ng chӸt),  

G G G
V V V

1 1 1x x dxdydz, y ydxdydz, z z dxdydz
V V V
= = =ñññ ñññ ñññ  (2.47) 

V: là thԜ t²ch vԀt thԜ V.  
Ví dλ 2.19. Tính t֙a Ľ֥ tr֙ng t©m vԀt thԜ Ľ֟ng chӸt gi֧i hӴn b֫i c§c mԊt trֱ 

parabolic 2y x=  và các mԊt y z, z 0, y 1= = = . 

Giͩi. MԊt dҼ֧i và mԊt trên cֳa vԀt thԜ là z 0 và z y= = . Ta có  

2 2

y1 1 1 1

V 1 0 1x x

4V dxdydz dx dy dz dx ydy ... .
5

- -

= = = = =ñññ ñ ñ ñ ñ ñ  
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Tַ t²nh Ľ֝i xֵng, 
V

x dxdydz 0.=ñññ  

2 2

2 2

y1 1 1 1
2

V 1 0 1x x
y1 1 1 1 2

V 1 0 1x x

4ydxdydz dx dy ydz dx y dy ... .
7

y 2zdxdydz dx dy zdz dx dy ... .
2 7

- -

- -

= = = =

= = = =

ñññ ñ ñ ñ ñ ñ

ñññ ñ ñ ñ ñ ñ
 

 
Hình 2.19. MiΖn ε V² dλ 2.19 

VԀy G G G
5 5(x ,y ,z ) 0, , .
7 14

å õ= æ ö
ç ÷

                                                          # 

  Chֻa bài tԀp.  
ņS. 19.c) 0;    20.  f) ˊ/60;   21:    c) (e 2)p - ;   d) 216a / 9 . 22a ( 2)p - .  
 

b) ThӶo luԀn - ViԒt c¹ng thֵc chuyԜn TP b֥i ba sang TP lԊp, cԀn cֳa biԒn 
x trҼ֧c, cԀn cֳa biԒn y sau r֟i ĽԒn cֳa z;   Thֵ tֽ kh§c. 
- Nêu m֥t s֝ Ľ֡i biԒn t֡ng qu§t v֧i miԚn lӸy TP cֱ thԜ 
(không tính TP).  

c) Tֽ h֙c VD 2.13;   
d) Bài tԀp  B֡ tr֯:  
Tài li֓u  Tài li֓u [1], tr .... 
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Bài giӶng 7: T²ch phân b֥i (tiԒp) 
ChҼҺng, mֱc: 2  
TiԒt thֵ: 31-35      TuӺn thֵ: 7  
Mλc Ľ²ch, yêu cͭu:     

¶ ThӸy l֯i ²ch ĽԊc bi֓t cֳa Ľ֡i biԒn toӴ Ľ֥ cӺu 
¶ Khi n¨o n°n d½ng Ľ֡i biԒn Tņ cӺu. 
¶ L֯i ²ch cֳa TP phֱ thu֥c tham s֝  

- Hình thοc tΫ chοc dͧy hΣc: 
Hình thֵc chֳ yԒu: LĨ thuyԒt, thӶo luԀn - tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu 

- Thγi gian:  
Lý thuyԒt, thӶo luԀn: 5t - Tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu: 5t 

- ņΠa ĽiΘm: 
GiӶng ĽҼ֩ng do P2 ph©n c¹ng. 

- Nίi dung ch²nh: 
§2.2. Tích phân b֥i ba (tiԒp) 
§2.3. Tích phân phֱ thu֥c tham s֝ 

 
§ 2.2. TÍCH PHÂN B֤I BA   
c. ņΫi biΔn tΣa Ľί cͭu (1 tiԒt) 
* TΣa Ľί cͭu. Cho ֵng m֣i ĽiԜm M(x,y,z) trong h֓ trֱc t֙a Ľ֥ Descartes 

vuông góc Oxyz v֧i b֥ ba s֝ (r, , )q j  nhҼ Hình 2.16, ĽҼ֯c g֙i là tΣa Ľί cͭu cֳa 
ĽiԜm M.  

G֝c t֙a Ľ֥ O ֵng v֧i r 0= , vàq j  tùy ý. 

C§c ĽiԜm còn lӴi trên trֱc Oz c· r x§c Ľ֗nh, q  tùy ý, 0j =  hoԊc j = p .  

ņ֝i v֧i c§c ĽiԜm còn lӴi c· tҼҺng ֵng 1 - 1 giֻa t֙a Ľ֥ cֽc và t֙a Ľ֥ cӺu:  
3 Oz {(r , , ) : 0 r, 0 2 , 0 }- ª q j < ¢ q < p ¢ j < py . 

(CȈng c· thԜ ch֙n khoӶng biԒn thiên cֳa q   là .- p ¢ q < p ). 

x r cos sin
y rsin sin
z r cos

= q jë
î = q jì
î = jí

                                                                     (2.38) 
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Hình 2.16. TΣa Ľί cͭu 

Nhͻn x®t. M֥t s֝ tài li֓u kĨ hi֓u g·c ¬xOM¡  là ű, góc ¬zOM  là q. Tuy 
nhiên, ta ký hi֓u nhҼ tr°n ĽԜ phù h֯p v֧i nhiԚu tài li֓u kh§c, v¨ ĽԊc bi֓t là phù 
h֯p v֧i c§c phӺn mԚm t²nh to§n hi֓n ĽӴi.  

Hà N֥i c· t֙a Ľ֥ (cӺu) (6300, 108, 69) (֫ Ľ©y g·c t²nh theo Ľ֥). 

* ņΫi biΔn sΧ dùng tΣa Ľί cͭu. D½ng Ľ֡i biԒn t֙a Ľ֥ cӺu (2.38) ĽԜ t²nh t²ch 
phân b֥i ba rӸt hi֓u quӶ. ņ֗nh thֵc Jacobi cֳa ph®p Ľ֡i biԒn là: 

2
cos sin r sin sin r cos cos

J det sin sin r cos sin r sin cos r sin
cos 0 rsin

q j - q j q jè ø
é ù= q j q j q j = - jé ù
é ùj - jê ú

    (2.39) 

V

I f (x, y, z) dxdydz= ñññ  

   2

V

f (r cos sin , r sin sin , r cos ) r sin drd d
¡

= q j q j j j q jñññ .           (2.40) 

Công thֵc Ľ¼ng kԜ cӶ khi miԚn V có chֵa nhֻng ĽiԜm trên trֱc Oz. 

Trong trҼ֩ng h֯p miԚn cho ֫ Hình 2.17 thì:  

22 1

1 1 1

r ( , )( )
2

( ) r ( , )

I d d f (r cos sin , r sin sin , r cos ) r sin dr
q jq j j

q j j q j

= q j q j q j j jñ ñ ñ .    (2.41) 

 

 
                           z 
 
                                                M(x,y,z)      
                              j     r 
                                                            y 
                            q             

               x                                M' 
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Hình 2.17. X§c ĽΠnh cͻn t²ch ph©n bίi ba trong tΣa Ľί cͭu 

X§c Ľ֗nh c§c cԀn t²ch ph©n: Xem [1]. 
TΣa Ľί cͭu co giãn  
ņԜ t²nh t²ch ph©n.b֥i ba ngҼ֩i ta cȈng hay dùng tΣa Ľί cͭu co giãn:  

x a r cos sin ,
y b rsin sin ,
z c r cos , (a,b,c 0).

= q jë
î = q jì
î = j >í

.                                         (2.42) 

LҼu ý rԄng khi Ľ· 2J abc r sin= j , ta ĽҼ֯c 

2

V

I abc f (r cos sin ,r sin sin ,r cos ) r sin dr d d
¡

= q j q j j j q jñññ .    (2.43) 

Ví dλ 2.17. Tính tích phân 
2 2 2

V

1 dxdydz
x y z+ +

ñññ v֧i V là phӺn gi֧i hӴn 

b֫i 2 mԊt cӺu  
2 2 2

1
2 2 2

2

(S ) : x y z 1,

(S ) : x y z 4 (z 0)

+ + =

+ + = ²
. 

nԄm ph²a trên mԊt phԆng Oxy. 

 Giͩi. X®t ph®p Ľ֡i biԒn   

x r cos sin
y rsin sin
z r cos

= q jë
î = q jì
î = jí

 ta ĽҼ֯c 2J r sin= j . 
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Trên 1(S ) : 2 2 2(r cos sin ) (r sin sin ) (r cos ) 1 r 1,q j + q j + j = Ú =  

TҼҺng tֽ, trên 2(S ) : r 2= . 

Tַ Ľ· 
2 /2 2 2

2 /2 2
0 1

0 0 1

1 rI d d r sin dr 2 ( cos ) 3
r 2

p p
p å õ

= q j j = p - j = pæ ö
ç ÷ñ ñ ñ .        # 

Ta nên dùng kiԜu Ľ֡i biԒn nào cho bài toán tích phân b֥i ba cֱ thԜ? 

Theo kinh nghi֓m cֳa ch¼ng t¹i, ĽiԚu này chֳ yԒu dֽa vào miԚn lӸy t²ch 
phân.  

§ 2.3. TÍCH PHÂN PHְ THU֤C THAM S֜ 
2.3.1. T²ch ph©n thҼ֩ng phֱ thu֥c tham s֝ 
ņΠnh nghǫa. Cho f(x,y) x§c Ľ֗nh trên D [a, b] [c, d]= ³  sao cho v֧i m֙i y 

c֝ Ľ֗nh tr°n ĽoӴn [c, d], hàm s֝ f(x,y) khӶ t²ch (theo biԒn x) tr°n ĽoӴn [a, b]. ņԊt 
b

a

I(y) f (x, y)dx, y [c, d]= Íñ . 

T²ch ph©n I(y) ĽҼ֯c g֙i là tích phân phλ thuίc tham sΧ y. (Là hàm cֳa y).  
d

c

J(x) f (x, y)dy, x [a, b]= Íñ . 

ņΠnh lĨ 2.3. NԒu f(x,y) là hàm liên tֱc trên D [a, b] [c, d]= ³  thì: 

(i) I(y) là hàm liên tֱc tr°n ĽoӴn [c, d], J(x) là hàm liên tֱc tr°n ĽoӴn [a, b]; 
(ii) I(y) là hàm khӶ t²ch trên [c, d] , J(y) là hàm khӶ t²ch trên [a, b] và  

d b b d

c a a c

dy f (x, y)dx dx f (x, y)dy=ñ ñ ñ ñ                                            (2.51) 

(công thֵc Ľ֡i thֵ tֽ lӸy t²ch ph©n). 

(iii) Ngoài ra, nԒu giӶ thiԒt thêm rԄng f (x, y)
y

µ
µ

 t֟n tӴi và liên tֱc trên D thì 

b b

a a

d f (x, y)I (y) f (x,y)dx dx, y [c, d]
dy y

è ø µ¡ = = " Íé ù
µé ùê ú

ñ ñ                 (2.52) 

(công thֵc ĽӴo h¨m dҼ֧i dӸu t²ch ph©n). 

Chοng minh  (ἁ) 
Ví dλ 2.20. Tính các tích phân 

i) 
1 1b a

2 2 2
0 0

x x dxI dx (0 a b), ii) J (0 a).
ln x (x a )
-

= < < = <
+ñ ñ  
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Giͩi. i) NhԀn thӸy rԄng  
b 1 bb a

y y

a 0 a

x x x dy I x dy dx
ln x

å õ-
= Ý = æ ö

æ ö
ç ÷

ñ ñ ñ . 

Áp dֱng c¹ng thֵc Ľ֡i thֵ tֽ lӸy t²ch ph©n ta Ľi ĽԒn 
b 1 b by 1

y 1
0

a 0 a a

x 1 b 1I x dx dy dy dy ln .
y 1 y 1 a 1

+å õ å õ +
= = = =æ ö æ öæ ö + + +ç ÷ç ÷
ñ ñ ñ ñ  

ii) XuӸt ph§t tַ ĽԆng thֵc  
1

2 2
0

dx 1 1J(a) arctan , a L
a ax a

= = ¢ ¢
+ñ ^  

trong Ľ· , L^  là nhֻng s֝ dҼҺng bӸt kȢ, L<^ .  

Áp dֱng c¹ng thֵc ĽӴo h¨m dҼ֧i dӸu t²ch ph©n ta ĽҼ֯c 

 
1 1

2 2 2 2 2 2 2
0 0

1 1 1 1 1 1J (a) dx 2a dx arctan .
a a ax a (x a ) a a 1
µ å õ¡ = = - = - -æ öµ + + +ç ÷ñ ñ  

1

2 2 2 2 3 2 2
0

1 1 1 1J J (a) dx arctan
a(x a ) 2a 2a (a 1)

Ý = = = +
+ +ñ .              (*) 

Vì , L^  dҼҺng t½y ý nên (*) Ľ¼ng v֧i m֙i a dҼҺng. 

1

n 2 2 n
0

dxJ (a) , n 3, 4, ...
(x a )

= =
+ñ # 

2.3.2. Tích phân phֱ thu֥c tham s֝ v֧i cԀn là hàm s֝ 
v(y)

u(y)

I(y) f (x, y)dx= ñ  

trong Ľ· h¨m s֝ f(x,y) x§c Ľ֗nh trên hình chֻ nhԀt [a, b] [c, d]³ , các hàm 
u(y), v(y)  x§c Ľ֗nh tr°n ĽoӴn [c, d]  và nhԀn gi§ tr֗ tr°n ĽoӴn [a, b]: 

a u(y) b, a v(y) b, y [c, d]¢ ¢ ¢ ¢ " Í .  

ņΠnh lĨ 2.4. NԒu hàm s֝ f(x,y) liên tֱc trên hình chֻ nhԀt [a, b] [c, d]³ , 
các hàm s֝ (y), (y)a b  liên tֱc tr°n ĽoӴn [c, d]  và nhԀn gi§ tr֗ tr°n ĽoӴn [a, b] thì  

(i) I(y) là hàm liên tֱc trên [c, d] . 

(ii) 
v(y) v(y)

u(y) u(y)

d f (x, y)f (x, y)dx dx f (v(y), y)v (y) f (u(y), y)u (y).
dy y

å õ µ ¡ ¡æ ö = + -
µæ ö

ç ÷
ñ ñ            

Ví dλ 2.21.  T²nh ĽӴo hàm hàm s֝ 
sin x

x

f (x) sin (tx)dt= ñ  



 72

Giͩi. 
sin x

2

x

f (x) t cos (tx)dt sin(x sin x)cosx sin x .¡ = + -ñ                        # 

2.3.3. Tích phân suy r֥ng phֱ thu֥c tham s֝ 
Xét tích phân suy rίng v֧i cԀn v¹ hӴn phֱ thu֥c tham s֝ 

a

I(y) f (x,y)dx
¤

= ñ                                                                   (2.54) 

trong Ľó f(x,y) là hàm s֝ x§c Ľ֗nh trên dӶi v¹ hӴn [a, ) [c, d]+¤ ³ . 

 ņΠnh nghǫa. GiӶ sֹ t֟n tӴi t²ch ph©n  
b

b
a

I (y) f (x, y)dx= ñ  y [c, d], b a" Í " > .   

* Tích phân suy r֥ng (2.54) g֙i là hίi tλ tӴi y [c, d]Í  nԒu t֟n tӴi gi֧i hӴn 
hֻu hӴn 

b

bb b a

lim I (y) lim f (x, y)dx I(x)
­+¤ ­+¤

= =ñ . 

Cֱ thԜ là:  

b0, B 0 : b B I (y) I(y) ."e > $ > " > Ý - < e  

* Tích phân suy r֥ng (2.54) ĽҼ֯c g֙i là hίi tλ ĽΖu tr°n ĽoӴn [c, d] nԒu  

b0, B 0 : b B, y [c, d] I (y) I(y) ."e > $ > " > " Í Ý - < e  

NԒu t²ch ph©n suy r֥ng I(y) h֥i tֱ ĽԚu tr°n ĽoӴn [c, d] thì cȈng h֥i tֱ ĽԚu 
tr°n ĽoӴn con [ , ]a b  bӸt kȢ cֳa n·. 

ņΠnh lĨ 2.5.  NԒu t֟n tӴi hàm g(x) sao cho  

(i) f (x, y) g(x)¢  x [a, ), y [c, d]" Í +¤ " Í , 

(ii) Tích phân suy r֥ng 
a

g(x)dx
+¤

ñ  h֥i tֱ  

thì tích phân I(y) h֥i tֱ tuy֓t Ľ֝i v¨ ĽԚu trên [c, d] . 

 Ví dλ 2.22. Xét tích phân 2 2
0

sin xyI(y) dx
1 x y

+¤

=
+ +ñ . 

Ta thӸy 2 2 2
sin xy 1 y;

1 x y 1 x
¢ "

+ + +
 tích phân 2

0

1 dx
1 x

+¤

+ñ  h֥i tֱ. VԀy t²ch 

ph©n Ľã cho h֥i tֱ ĽԚu trên y .                                                                       #   

ņΠnh lĨ 2.6  
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a) NԒu hàm s֝ f(x,y) liên tֱc trên [a, ) [c, d]+¤ ³  còn tích phân suy r֥ng 

a

I(y) f (x,y)dx
¤

= ñ  h֥i tֱ ĽԚu tr°n ĽoӴn [c, d]  thì I(y) là hàm s֝ liên tֱc trên 

[c, d] . 

b) V֧i nhֻng giӶ thiԒt ֫ phӺn a) thì  

 
d d

c a a c

f (x, y)dx dy f (x, y)dy dx
+¤ +¤å õ å õ

=æ ö æ ö
æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷
ñ ñ ñ ñ                                   (2.55)  

(Công thֵc Ľ֡i thֵ tֽ lӸy t²ch ph©n). 
c) GiӶ sֹ               

* f(x,y) liên tֱc trên [a, ) [c, d]+¤ ³ ;  

* Tích phân 
a

I(y) f (x,y)dx
¤

= ñ  h֥i tֱ v֧i m֙i y [c, d]Í ; 

* ņӴo hàm riêng f (x, y)
y

µ
µ

 t֟n tӴi và liên tֱc trên [a, ) [c, d]+¤ ³ ; 

* Tích phân 
a

f (x, y) dx
y

+¤ µ
µñ  h֥i tֱ ĽԚu trên [c, d] . 

Khi Ľ·  

a a

d f (x, y)f (x, y)dx dx y [c, d]
dy y

+¤ +¤ µ
= " Í

µñ ñ                             (2.56) 

(Công thֵc ĽӴo h¨m dҼ֧i dӸu t²ch ph©n). 
Ta thӸy c¹ng thֵc ĽӴo h¨m dҼ֧i dӸu t²ch phân khá gi֝ng v֧i c¹ng thֵc ĽӴo 

h¨m dҼ֧i dӸu t֡ng x®t ĽԒn ֫ Gi§o trình GiӶi t²ch I.  
L̯u ý. TӸt cӶ c§c Ľ֗nh nghǫa, t²nh chӸt vַa nêu ֫ trên vԚ t²ch ph©n suy r֥ng 

v֧i cԀn v¹ hӴn vӾn còn Ľ¼ng khi chuyԜn sang t²ch ph©n suy r֥ng cֳa hàm không 
b֗ chԊn trên ĽoӴn hֻu hӴn. ņ֥c giӶ c· thԜ ph§t biԜu c§c Ľ֗nh lĨ cho riêng mình. 

Ví dλ 2.23. Tính các tích phân 

i) 
ax bx

0

e eI dx (a, b 0)
x

+¤ - --
= >ñ , 

ii) 
2x

0

I e dx
+¤

-= ñ  (tích phân Poisson-Euler). 

Giͩi. i) Không hӴn chԒ t֡ng qu§t coi 0 a b< < . Xét tích phân  
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yx

0

1I(y) e dx (y 0)
y

+¤
-= = >ñ . 

Ta thӸy xy ax0 f (x, y) e e- -< = ¢ ,  tích phân ax

a

e dx
+¤

-ñ  h֥i tֱ. 

VԀy I(y) h֥i tֱ ĽԚu trên [a, b]. LӸy t²ch ph©n hai vԒ ta ĽҼ֯c 
b b bax bx

yx yx b
a

a 0 0 a 0 a

e e 1dy e dx dx e dy dx dy ln y
x y

+¤ +¤ +¤ - -
- - -

= = = =ñ ñ ñ ñ ñ ñ . 

Tַ Ľ· I ln(b / a).=  Công thֵc Ľ¼ng cӶ khi 0 < b < a.        

ii) ņԊt x ut, (u 0)= > , ta ĽҼ֯c 
2 2u x

0

I u e dx
+¤

-= ñ . 

Nhân hai vԒ v֧i 
2ue-  r֟i lӸy t²ch ph©n tr°n ĽoӴn [0, )+¤ : 

 
2 2 2 2 2 2 2u u u x u u x

0 0 0 0 0

e Idu ue e dx du ue e dx du
+¤ +¤ +¤ +¤ +¤

- - - - -å õ å õ
= =æ ö æ ö
æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

ñ ñ ñ ñ ñ . 

VԒ tr§i là 2I . ņ֡i thֵ tֽ lӸy t²ch ph©n ֫ vԒ phӶi ta ĽҼ֯c 

2 22 u (1 x )
2

0 0 0

1 dxI ue du dx dx I .
2 4 21 x

+¤ +¤ +¤
- +å õ p p

= = = Ý =æ ö
æ ö +ç ÷
ñ ñ ñ  

Nhͻn x®t. Chúng ta nhԀn ĽҼ֯c tích phân Poisson-Euler n֡i tiԒng hay dùng 
trong Lý thuyԒt X§c suӸt: 

2xe dx
+¤

-

-¤

= pñ .                                                                          #    

Ví dλ 2.24 ( Hàm Gamma ũ(x)). Hàm Gamma x§c Ľ֗nh theo c¹ng thֵc 

x 1 t

0

(x) t e dt (x 0)
¤
- -G = >ñ .  

TrҼ֧c hԒt ta c·  
1

x 1 t x 1 t
1 2

0 1

(x) t e dt t e dt (x) (x).
¤

- - - -G = + = G + Gñ ñ  

Sau Ľ©y l¨ m֥t s֝ t²nh chӸt cֳa hàm Gamma. 
* (1) 1 * (n 1) n! (n 1,2,...)

1* (x 1) x (x) (x 0) * .
2

G = G + = =

å õG + = G > G = pæ ö
ç ÷
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2 2u u

0 0

1 1 e 2udt 2 e dt 2.
2 u 2

¤ ¤
- - på õG = = = = pæ ö

ç ÷ ñ ñ .                         #  

Chֻa bài tԀp:  
22: b) 5 54 (R r ) /15p -  ;  c) 8ˊ/5 ;     e)  / 48p . 
23.    a) 3a / 240p ;             b) 32 / 3p .  

 
TÓM TԁT CHһҹNG 2 (Tֽ h֙c) 

 
TÓM TԁT CHһҹNG 2 

 

TP  
kép 

Cách 
tính 

¶ 
b d

[a, b] [c,d] a c

h(x).k(y)dx dy h(x)dx . k(y)dy
³

å õ å õ
= æ ö æ ö
æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷

ññ ñ ñ  

¶ 
2

2 11

y (x)b

{a x b, y (x) y y (x)} a y (x)

f (x,y)dxdy dx f (x, y)dy
¢ ¢ ¢ ¢

=ññ ñ ñ  

ņ֡i  
biԒn 
t֡ng  
quát 

¶ x x(u,v), y y(u,v), (u,v) D , D D¡ ¡= = Í ª  thì  
      

D D'

f (x, y)dxdy f (x(u, v), y(u, v)) J dudv=ññ ññ  

¶ D Ľ֝i xֵng qua Ox thì 

      1D
D

2 f dxdy, f (x,y)
f dxdy

0, f (x, y)

ë
î= ì
îí

ññ
ññ

ch½n víi biÕn y

lÎ víi biÕn y

 

ņ֡i 
biԒn 
toӴ  
Ľ֥  
cֽc 

¶ D là hình quӴt: x r cos , y r sin= q = q  

     
2

1

r ( )

D r ( )

f (x, y)dxdy d f (r cos , r sin ) r dr
qb

a q

= q q qññ ñ ñ  

¶ D là m֥t phӺn cֳa ellip: Dùng toӴ Ľ֥ cֽc co giãn 

ִng 
dֱng 

¶ DT mӶnh phԆng:   
D

dt(D) dx dy= ññ  

¶ KL: 
D

m (x, y)dxdy= rññ  

¶ Tr֙ng t©m: G GG(x , y ) , G
D

1x x (x, y)dxdy
m
= rññ , … 

¶ DT mԊt cong: 2 2
x y

D

dt(S) 1 (f ) (f ) dxdy¡ ¡= + +ññ  

¶ TT hình trֱ cong: 
D

V f (x, y)dxdy= ññ  

TP 
 b֥i 
ba 

Cách 
tính 

¶  

{ }

2

1
1 2

z (x,y)

(x,y) D D z (x,y)
z (x,y) z z (x,y)

f dxdydz dxdy f (x, y, z)dz
Í

¢ ¢

=ñññ ññ ñ  
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¶ 
2 2

2 1 11
1 2

y (x) z (x,y)b

{a x b, y (x) y y (x) a y (x) z (x,y)
z (x,y) z z (x,y) }

f dxdydz dx dy f dz
¢ ¢ ¢ ¢

¢ ¢

=ñññ ñ ñ ñ  

¶  
b

V a S(x)

f (x,y,z)dxdydz dx f (x,y,z)dydz=ñññ ñ ññ  

ņ֡i  
biԒn 
t֡ng  
quát 

¶ x x(u,v, w), y y(u,v,w), z z(u,v,w)= = = , V V¡ª   
    

V V

f dV f (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) J dudvdw
¡

=ñññ ñññ  

¶ V Ľ֝i xֵng qua mԊt Oxy thì: 
    

1V
V

2 f dxdydz
f dxdydz

0

ë
î= ì
îí

ñññ
ñññ

nÕu f(x,y, z) ch½n víi biÕn z

nÕu f(x,y,z) lÎ víi biÕn z

 

ņ֡i  
biԒn  

toӴ Ľ֥  
trֱ 

V là hình trֱ cong, hình chiԒu lên Oxy là hình quӴt:  

        
2

1

z (x,y)

V D z (x,y)

f dxdydz f (x, y,z)dz dxdy
å õ
æ ö=
æ ö
ç ÷

ñññ ññ ñ  

Dùng toӴ Ľ֥ cֽc ĽԜ t²nh t²ch ph©n k®p thu ĽҼ֯c 

ņ֡i 
biԒn  

toӴ Ľ֥  
cӺu 

V là phӺn hình cӺu: 
         x r cos sin , y r sin sin , z r cos= q j = q j = j ,   I =  
   

2 1 2

1 1 1

( ) r ( , )
2

( ) r ( , )

d d f (rcos sin , r sin sin , r cos ) r sin dr
q j j q j

q j j q j

q j q j q j j jñ ñ ñ  

ִng 
dֱng 

¶ ThԜ t²ch:                 
V

V dxdydz= ñññ  

¶ Kh֝i lҼ֯ng:            
V

m (x, y,z)dxdydz= rñññ                                                   

¶ Tr֙ng t©m:         G( G G Gx , y ,z ): 

G
V

1x x (x, y,z)dxdydz,
m
= rñññ … 

 
 

b) ThӶo luԀn - Liên h֓ toӴ Ľ֥ D v֧i toӴ Ľ֥ cӺu. 
- Công thֵc Ľ֝i biԒn Tņ cӺu 
- X§c Ľ֗nh cԀn t²ch ph©n trong Tņ cӺu 

c) Tֽ h֙c VD2.37 ;    VD 2.40 
d) Bài tԀp  B֡ tr֯: 22(d);  24(c,   d,   e,   f,   h);    25. 
Tài li֓u  Tài li֓u [1], tr .... 
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Bài giӶng 8: T²ch ph©n ĽҼ֩ng và tích phân mԊt 
ChҼҺng, mֱc: 3  
TiԒt thֵ: 36-40      TuӺn thֵ: 8  
Mλc Ľ²ch, yêu cͭu:     

¶ T²ch ph©n ĽҼ֩ngt loӴi I: NԂm ĽҼ֯c c¹ng thֵc t²nh, vài ֵng dֱng. 
¶ TP ĽҼ֩ng loӴi II: C§c c¹ng thֵc t²nh, C§ch nh֧ và áp dֱng cֳa 

công thֵc Green. ņiԚu ki֓n TP Ľ֥c lԀp v֧i ĽҼ֩ng lӸy TP. 
- Hình thοc tΫ chοc dͧy hΣc: 

Hình thֵc chֳ yԒu: LĨ thuyԒt, thӶo luԀn - tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu 
- Thγi gian:  

Lý thuyԒt, thӶo luԀn: 5t - Tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu: 5t 
- ņΠa ĽiΘm: 

GiӶng ĽҼ֩ng do P2 ph©n c¹ng. 
- Nίi dung ch²nh: 

Ä 3.1T²ch ph©n ĽҼ֩ng loӴi I 
Ä3.2. T²ch ph©n ĽҼ֩ng loӴi II 

 

ChҼҺng 3 

TÍCH PHĄN ņһ֨NG - TÍCH PHÂN MԉT 
§ 3.1. TĉCH PHĄN ņһ֨NG LOӳI  M֤T 
3.1.1. M֫ ĽӺu  
a. Bài toán khΧi l̯ιng Ľ̯γng cong vͻt chͫt (xem [1]) 

b. ņΠnh nghǫa. u f (M)=  x§c Ľ֗nh trên cung ®L AB=  l¨ ĽҼ֩ng cong liên tֱc 
trong không gian, không tֽ cԂt, (c· Ľ֥ dài). Chia ®AB  thành n cung nh֛ b֫i c§c 
ĽiԜm chia liên tiԒp 0 1 nA A, A ,..., A B= = . G֙i Ľ֥ dài cung ī 1 i iA A là s- D . Trên 

cung ī 1 iA A-  ch֙n ĽiԜm iM  tùy ý. LԀp t֡ng TP 

n

n i i
i 1

I f (M ) s
=

= Dä  

NԒu khi n­¤  sao cho i
i 1,..., n

Max s 0
=
D ­  mà t֡ng t²ch ph©n dӺn ĽԒn gi֧i hӴn 

hֻu hӴn I x§c Ľ֗nh, kh¹ng phֱ thu֥c vào cách chia cung ®AB  và cách ch֙n c§c 
ĽiԜm iM  thì: 

+ Gi֧i hӴn I ĽҼ֯c g֙i là t²ch ph©n Ľ̯γng loͧi mίt cֳa hàm f(M) trên cung 
®AB ,  và ký hi֓u là 

®AB

f (M)dsñ  (hay 
L

f (M)dsñ , 
L L

f (x, y, z)ds, f dsñ ñ ...). 

L̯u ý. Trong Ľ֗nh nghǫa c· n·i ĽԒn ĽҼ֩ng cong c· Ľ֥ d¨i, l¨ ĽҼ֩ng cong 
th¹ng thҼ֩ng ta vӾn gԊp, coi m֙i ĽҼ֩ng cong ta x®t ĽԚu c· Ľ֥ dài.  
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c. ņiΖu kiΜn tΩn tͧi. NԒu cung ®AB  gi֧i n֥i, trҺn tַng kh¼c, còn f(M) b֗ 
chԊn và liên tֱc tַng kh¼c trên ®AB  thì hàm f(M) khӶ t²ch trên ®AB . 

d. Tính chͫt 
i) T²ch ph©n ĽҼ֩ng loӴi m֥t kh¹ng phֱ thu֥c v¨o hҼ֧ng cֳa ĽҼ֩ng cong: 

® ®AB BA

f (M)ds f (M)ds=ñ ñ . 

ii) T²ch ph©n ĽҼ֩ng loӴi m֥t c· c§c t²nh chӸt kh§c gi֝ng v֧i t²ch ph©n x§c 
Ľ֗nh th¹ng thҼ֩ng nhҼ t²nh chӸt tuyԒn t²nh, h֓ thֵc Chasles,  x§c Ľ֗nh dҼҺng ... 

e. Ý nghǫa hình hΣc - c̭ hΣc 

* ChiΖu dài s cֳa cung ®AB  có thԜ t²nh th¹ng qua t²ch ph©n ĽҼ֩ng loӴi m֥t: 

®AB

s ds= ñ .                                                                                   (3.2) 

* DiΜn t²ch cνa bοc rèm (hay hàng rào) (Hình 3.1) cho b֫i  

 
Hình 3.1. Bοc rèm 

C

S f (x, y)ds= ñ  

* NԒu cung vԀt chӸt ®AB  có kh֝i lҼ֯ng riêng (M) (x, y,z)r = r  tӴi ĽiԜm 
M(x, y,z)  thì khΧi l̯ιng Ľ̯γng cong ĽҼ֯c t²nh b֫i c¹ng thֵc 

®AB

m (x, y,z)ds= rñ .                                                                  (3.3) 

TrΣng t©m G G GG(x , y , z )  cֳa cung ®AB  x§c Ľ֗nh nhҼ sau: 



 79

®

®

®

G
AB

G
AB

G
AB

1x x (x, y, z)ds
m

1y y (x, y, z)ds
m

1z z (x, y,z)ds
m

ë = rî
î
îî = rì
î
î
= rî

îí

ñ

ñ

ñ

                                                        (3.4) 

3.1.2. Cách tính 
®AB : x x(t),=  y y(t), z z(t), a t b= = ¢ ¢ . Khi Ľ· 

®

b
2 2 2

aAB

f (x,y,z)ds f (x(t), y(t),z(t)) x (t) y (t) z (t) dt.¡ ¡ ¡= + +ñ ñ   (3.5) 

®AB : Ľ֟ th֗ cֳa hàm s֝ y f (x), a x b= ¢ ¢  

®

b
2

aAB

f (x,y)ds f (x,y(x)) 1 y (x)dx¡= +ñ ñ .                                    (3.6) 

Ví dλ 3.1. Tính tích phân 2 2

L

I x y ds= +ñ ,  

L l¨ ĽҼ֩ng tròn 2 2x y ax (a 0).+ = >  

Giͩi. 
2 2

2a aL : x y
2 4

å õ- + =æ ö
ç ÷

.  

X®t ph®p Ľ֡i biԒn t֙a Ľ֥ cֽc x r cos , y r sin= q = q .  

PhҼҺng trình cֳa L là r a cos ,
2 2
p p

= q - ¢ q ¢ , suy ra phҼҺng trình tham s֝ 

cֳa n· là 
2x a cos

y (a / 2)sin 2

ë = qî
ì
= qîí

. Tַ Ľ· 
x a sin 2
y a cos2
¡ = - që

ì ¡ = qí
2 2 2x y a¡ ¡Ý + = . VԀy 

/2
2 2 2

/2

I a cos a d 2a .
p

-p

= q q =ñ                                               # 

§ 3.2. TĉCH PHĄN ņһ֨NG LOӳI  HAI  
3.2.1. M֫ ĽӺu 
a. Bài toán công cνa lχc biΔn ĽΫi (C½ng ĽΣc sách) 
Ta biԒt rԄng, nԒu chӸt ĽiԜm di chuyԜn tr°n ĽoӴn thԆng AB dҼ֧i t§c Ľ֥ng 

cֳa lֽc kh¹ng Ľ֡i F
d

 thì công cֳa lֽc sinh ra là AB F
gggd d
Y . 

T֡ng qu§t hi֓n tҼ֯ng này (xem [1]) cùng nhiԚu hi֓n tҼ֯ng vԀt lĨ kh§c 
ngҼ֩i ta dӾn ĽԒn kh§i ni֓m TP ĽҼ֩ng loӴi II sau Ľ©y.  
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b. ņΠnh nghǫa. Trong mԊt phԆng Oxy x®t ĽҼ֩ng cong Ľ֗nh hҼ֧ng ®L AB=  
(chiԚu ĽҼ֩ng cong Ľi tַ A ĽԒn B). Cho P(x,y), Q(x,y) là nhֻng h¨m x§c Ľ֗nh 
trên ®AB . LԀp h¨m v®c tҺ F P(x, y) i Q(x,y) j= +

d d d
. Chia ®AB  thành n cung nh֛ 

b֫i c§c ĽiԜm chia liên tiԒp 0 1 nA A, A ,..., A B= = . 

G֙i hình chiԒu lên các trֱc Ox, Oy cֳa v®c tҺ i 1 iA A-
gggggggd

 lӺn lҼ֯t là i ix , yD D . 

LӸy ĽiԜm iM  tùy ý trên cung ī 1 iA A- . LԀp t֡ng t²ch ph©n 

[ ]
n n

n i i 1 i i i i i
i 1 i 1

I F(M ) A A P(M ) x Q(M ) y-
= =

= = D + Dä ä
d gggggggd

Y ,              

NԒu khi n­¤  sao cho i i
i 1,..., n i 1,..., n
Max x , Max y 0
= =

D D ­  mà t֡ng nI  dӺn ĽԒn 

gi֧i hӴn I hֻu hӴn x§c Ľ֗nh, kh¹ng phֱ thu֥c vào cách chia cung ®AB , cách ch֙n 
c§c ĽiԜm iM  thì: 

+ Gi֧i hӴn I ĽҼ֯c g֙i l¨ t²ch ph©n ĽҼ֩ng loӴi hai cֳa c§c hàm P(x,y), 
Q(x,y)  (hay cֳa trҼ֩ng v®c tҺ F(x, y) P(x,y) i Q(x,y) j= +

d d d
) trên cung ®AB  và 

ký hi֓u là 

®AB

P(x, y)dx Q(x,y)dy+ñ  hay 
® LAB

Pdx Qdy hay Pdx Qdy+ +ñ ñ ; 

+ C§c h¨m P(x,y), Q(x,y) ĽҼ֯c g֙i là khӶ t²ch trên ®AB . 
Chú ý. T²ch ph©n ĽҼ֯c viԒt ĽҺn giӶn hҺn khi th¨nh phӺn P (hoԊc Q) tri֓t 

tiêu, cȈng nhҼ khi c· thַa s֝ chung:  

 
®AB

Qdyñ  (hoԊc 
®AB

Pdxñ );  
®

( )
®AB AB

HPdx HQdy H Pdx Qdy+ = +ñ ñ . 

c. ņiΖu kiΜn tΩn tͧi 

NԒu ®AB  l¨ ĽҼ֩ng cong liên tֱc, trҺn tַng kh¼c, c§c hàm P(x,y), Q(x,y) 
liên tֱc hoԊc liên tֱc tַng kh¼c và b֗ chԊn thì tích phân ĽҼ֩ng loӴi hai 

®AB

Pdx Qdy+ñ  t֟n tӴi.  

d. Tính chͫt. + ChiԚu ĽҼ֩ng cong c· vai trò quan tr֙ng: NԒu ĽҼ֩ng cong 
ĽҼ֯c lӸy theo chiԚu ngҼ֯c lӴi thì tích phân ĽҼ֩ng loӴi hai cùng tr֗ tuy֓t Ľ֝i 
nhҼng Ľ֡i dӸu: 

® ®AB BA

P dx Qdy Pdx Qdy+ = - +ñ ñ .                                             

+ Ngo¨i ra, TP ĽҼ֩ng loӴi hai cȈng c· c§c t²nh chӸt kh§c cֳa TP x§c Ľ֗nh 
th¹ng thҼ֩ng.  

e. Ý nghǫa c̭ hΣc. Công cֳa lֽc F P(x, y)i Q(x, y) j= +
d d d

 t§c Ľ֥ng trên 

ĽҼ֩ng cong (Ľ֗nh hҼ֧ng) trҺn tַng kh¼c ®AB  cho b֫i 
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®AB

W Pdx Qdy= +ñ . 

3.2.2. M֝i liên h֓ giֻa t²ch ph©n ĽҼ֩ng loӴi m֥t và loӴi hai 
GiӶ sֹ ĽҼ֩ng cong Ľ֗nh hҼ֧ng L trҺn tַng kh¼c và tӴi ĽiԜm M(x,y) c· v®c 

tҺ tiԒp tuyԒn ĽҺn v֗ (M) ( (M), (M))t = a b
d . Khi Ľ·  

[ ]
L L

P(x, y)dx Q(x, y)dy P(x, y) (x, y) Q(x, y) (x, y) ds+ = a + bñ ñ          

hay m֥t c§ch tҼҺng ĽҼҺng:  

L L L

P(x, y)dx Q(x, y)dy F(x, y) (x, y)ds F ds+ = t = tñ ñ ñ
d gd d gd

Y Y .                       

M֥t s֝ tài li֓u dùng vԒ phӶi cֳa PT n¨y l¨m Ľ֗nh nghǫa (và ký hi֓u) cֳa 
t²ch ph©n ĽҼ֩ng loӴi II.  

3.2.3. Cách tính  

a. ņ̯γng cong cho d̯αi dͧng tham sΧ. NԒu ĽҼ֩ng cong ®L AB=  cho dҼ֧i 
dӴng tham s֝: x x(t), y y(t), a t b= = ¢ ¢ , ( t a=  ֵng v֧i ĽiԜm ĽӺu A, t b=  ֵng 
v֧i ĽiԜm cu֝i B), c§c hàm x(t), y(t) liên tֱc, khӶ vi tַng kh¼c, P(x,y), Q(x,y) là 
nhֻng hàm liên tֱc trên L thì 

L

I P(x, y)dx Q(x, y)dy= +ñ  

   [ ]
b

a

P(x(t), y(t))x (t) Q(x(t), y(t))y (t) dt¡ ¡= +ñ .                 (*)       

b. ņ̯γng cong cho d̯αi dͧng ph̯̭ng trình hiΜn.  

+ ®L AB= : y y(x), a x b= ¢ ¢ , y(x) là hàm liên tֱc, khӶ vi tַng kh¼c, x = a 
ֵng v֧i ĽiԜm ĽӺu A, x = b ֵng v֧i ĽiԜm cu֝i B cֳa ĽҼ֩ng; 

+  P(x,y), Q(x,y) liên tֱc trên L thì 

[ ]
b

L a

I P(x, y)dx Q(x, y)dy P(x, y(x)) Q(x, y(x))y (x) dx¡= + = +ñ ñ .    

Chú ý. * NԒu ĽҼ֩ng cong chҼa c· dӴng tham s֝ thì khi lӸy t²ch ph©n ĽҼ֩ng 
loӴi hai ta phӶi tham s֝ h·a ĽҼ֩ng cong.  

* Trong không gian, cȈng ņN TP ĽҼ֩ng loӴi hai cֳa c§c hàm P(M), Q(M), 
R(M) (hay cֳa trҼ֩ng v®c tҺ F(M) P(M) i Q(M) j R(M)k= + +

d d d d
) lӸy tr°n ĽҼ֩ng 

cong Ľ֗nh hҼ֧ng L: 

L

I Pdx Qdy Rdz= + +ñ . 

Các tính chӸt, c§ch t²nh ... tҼҺng tֽ v֧i trҼ֩ng h֯p ĽҼ֩ng cong phԆng, 
chԆng hӴn, c¹ng thֵc (3.12) tr֫ thành: 
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[ ]

L
b

a

P dx Qdy Rdz

P(x(t), y(t),z(t))x (t) Q(x(t), y(t),z(t))y (t) R(x(t), y(t), z(t))z (t) dt.

+ +

¡ ¡ ¡= + +

ñ

ñ
 Ví dλ 3.2. Cho tích phân 

L

I (x y)dx xy dy= + +ñ . 

(a) VԐ m֥t s֝ v®c tҺ cֳa trҼ֩ng F
d

. 
(b) Tích phân mang dӸu gì khi L là cung n֝i O(0,0) v֧i A(1, 1) theo: 

 (i) cung parabol 2y x= ;   (i)  ĽoӴn thԆng AB?  

Hãy tính giá tr֗ cֳa I ĽԜ khԆng Ľ֗nh nhԀn x®t vַa ĽҼa ra.  

Giͩi. (a) F (x y, xy)= +
d

 (Hình 3.3- ņ֥ d¨i c§c v®c tҺ Ľã ĽҼ֯c co 5 lӺn).  

(b) Ta thӸy toàn b֥ chuyԜn Ľ֥ng ĽԚu xu¹i theo trҼ֩ng, vԀy I 0> .  
Cֱ thԜ: TiԒp tuyԒn cֳa ĽҼ֩ng cong ĽԚu tӴo v֧i v®c tҺ cֳa trҼ֩ng m֥t g·c nh֙n. 
M֙i s֝ hӴng i i 1 iF(M ) A A-

d gggggggd
Y  trong t֡ng t²ch ph©n ĽԚu dҼҺng; t֡ng t²ch ph©n cȈng 

vԀy, v¨ do Ľ· t²ch ph©n sԐ dҼҺng. 

(i) Trên cung ®AB  thì 2y x= , vԀy 
1

2 2

0

27I (x x x.x .2x)dx
30

= + + =ñ . 

(ii) Tr°n ĽoӴn AB thì y x= , 
vԀy 

    
1

0

4I (x x x.x)dx
3

= + + =ñ .     # 

NhԀn x®t. ņ֝i v֧i trҼ֩ng Ľã 
cho, TP tr°n hai ĽҼ֩ng cong n֝i O 
v֧i A cho ra hai kԒt quӶ kh§c nhau.  

 
Hình 3.3. Tr̯γng ε V² dλ 3.2 

3.2.4. Công thֵc Green 
NhԂc lӴi v¨ ĽҼa ra v¨i kh§i ni֓m phֱ tr֯. 

* MiΖn liên thông. MiԚn nE Ë <  ĽҼ֯c g֙i l¨ li°n th¹ng (li°n th¹ng ĽҼ֩ng) 
nԒu ta c· thԜ n֝i hai ĽiԜm bӸt kì cֳa n· bԄng m֥t ĽҼ֩ng gãy khúc nԄm hoàn toàn 
trong E. 

NԒu E m֫ thì có thԜ thay cֱm tַ ñĽҼ֩ng gãy khúc” bԄng ñĽҼ֩ng cong trҺn 
tַng khúc”.  

* MiΖn Ḽ̌n li°n. MiԚn liên thông U trong 2y  ĽҼ֯c g֙i là m֥t miԚn ĽҺn 
liên nԒu m֙i ĽҼ֩ng cong k²n, c· Ľ֥ d¨i (Ľo ĽҼ֯c Jordan) ĽԚu bao b֙c m֥t miԚn 
nԄm ho¨n to¨n trong U. N·i c§ch ĽҺn giӶn, miԚn ĽҺn li°n l¨ miԚn "kh¹ng c· l֝ 



 83

thֳng" và không thԜ chֵa hai mӼu riêng bi֓t. MiԚn kh¹ng ĽҺn li°n (miԚn c· "l֣ 
thֳng") là miԚn Ľa liên.   

 
Hình 3.4. MiΖn liên thông(a,b) - không liên thông (c) 

Ḽ̌n li°n (a),  nhΠ liên (b) trong 2y  
* H̯αng d̯̭ng cֳa biên cֳa miԚn liên thông D - ĽҺn li°n cȈng nhҼ Ľa li°n 

- l¨ hҼ֧ng mà m֥t ngҼ֩i Ľi theo hҼ֧ng Ľ· sԐ thӸy phӺn miԚn D gӺn nhӸt lu¹n ֫ 
bên trái.  (Xem Hình vԐ) 

. 

 
 

Hình. H̯αng d̯̭ng cνa biên cνa  miΖn Ḽ̌n li°n (a) v¨ nhΠ liên (b) 
ņΠnh lĨ (C¹ng thοc Green). Cho D là miԚn Ľ·ng, b֗ chԊn, liên thông, có 

biên L g֟m m֥t s֝ hֻu hӴn ĽҼ֩ng cong k²n, trҺn tַng kh¼c, r֩i nhau Ľ¹i m֥t và 
c· hҼ֧ng dҼҺng. GiӶ sֹ P(x,y), Q(x,y) v¨ c§c ĽӴo hàm riêng cӸp m֥t cֳa ch¼ng 
là nhֻng hàm liên tֱc tr°n D. Khi Ľ· ta c· c¹ng thֵc 

L D

Q PPdx Qdy dxdy
x y
µ µå õ+ = -æ öµ µç ÷

ñ ññ´ .        

Chοng minh. * GiӶ sֹ D là miԚn ĽҺn giӶn, ֫ Ľ· m֙i ĽҼ֩ng thԆng song 
song v֧i trֱc Ox hoԊc Oy sԐ cԂt biên L cֳa n· tӴi kh¹ng qu§ 2 ĽiԜm (Hình a). 

Áp dֱng c¹ng thֵc chuyԜn t²ch ph©n k®p sang t²ch ph©n lԊp ta ĽҼ֯c     

2
2
1

1

y (x)b b
y y (x)
y y (x)

D a y (x) a

b b

2 1
a a

P PI dxdy dx dy P(x, y) | dx
y y

P(x, y (x))dx P(x, y (x))dx.

=
=

µ µ
= = =
µ µ

= -

ññ ñ ñ ñ

ñ ñ
 

Theo c§ch t²nh t²ch ph©n  ĽҼ֩ng loӴi hai, vԒ phӶi là 

(b)                    (c) (a) 

CÁCH NH֦! 
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¯ ¯ ¯ LAmB AnB AmBnA

P(x, y)dx P(x, y)dx P(x, y)dx P(x,y)dx- = = -ñ ñ ñ ñ́  

 

 
Hình. MiΖn Ḽ̌n giͩn (a), hình thang cong (b), và miΖn Ľa li°n (c) 

TҼҺng tֽ, 
D L

QJ dxdy Q(x, y)dy
x
µ

= =
µññ ñ́  

Suy ra  
D L

Q PJ I dxdy Pdx Qdy
x y
µ µå õ- = - = +æ öµ µç ÷
ññ ñ́ . 

* D là hình thang cong có Ľ§y // Oy, tֵc là m֙i ĽҼ֩ng thԆng Ľi qua ĽiԜm 
trong cֳa miԚn và // Oy sԐ cԂt biên L cֳa n· tӴi Ľ¼ng hai ĽiԜm (xem Hình), ta 
th°m v¨o t²ch ph©n tr°n 2 ĽoӴn CB và AD, ta nhԀn ĽҼ֯c kԒt quӶ tҼҺng tֽ.  

* C§c trҼ֩ng h֯p kh§c: B֛ qua chֵng minh (xem [1])                      Ϋ 
Ví dλ. Tính 

®

x x

AO

I (e sin y y)dx (e cos y 1)dy= - + -ñ  v֧i ®AO  là nֹa ĽҼ֩ng 

tròn 2 2x y 4x (y 0)+ = ² , chӴy tַ A(4,0) ĽԒn O(0,0). 

Giͩi. 2 2 2 2x y 4x (x 2) y 4+ = Ú - + = . ņT C t©m (2,0), b§n k²nh 2.  

®AO  chҼa k²n, ta th°m v¨o ĽoӴn thԆng OA ĽԜ ĽҼ֯c ĽҼ֩ng k²n. Tַ Ľ·, 

® ® OA OA L OAAO AO

I å õ= = + - = -
æ ö
ç ÷

ñ ñ ñ ñ ñ ñ´  
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L: biên cֳa nֹa trên cֳa hình tròn (theo hҼ֧ng dҼҺng). VԀy, 
x x

L D

(e cos y e cos y 1)dxdy 2 .= - + = pñ ññ´  

Trên OA thì 
OA

y 0 0.= Ý =ñ  Tóm lӴi I 2 0 2= p- = p .     

Nhͻn x®t. PhҼҺng trình t֙a Ľ֥ cֽc cֳa ®AO  là r 4cos= q , do Ľ· dӴng tham 

s֝ cֳa n· là 2x 4cos , y 2sin 2 , 0 / 2.= q = q ¢ q ¢ p  Tuy nhiên, tính trֽc tiԒp t²ch 
phân I dùng công thֵc  (*) theo tham s֝ q  sԐ kh· khŁn.                          # 

 
3.2.5. Sֽ Ľ֥c lԀp cֳa t²ch ph©n Ľ֝i v֧i ĽҼ֩ng lӸy t²ch ph©n 

Nói chung, TP 
®AB

Pdx Qdy+ñ  phֱ thu֥c vào A, B cȈng nhҼ v¨o bӶn th©n 

ĽҼ֩ng cong n֝i A v֧i B (xem V² dֱ 3.2). Trong m֥t s֝ trҼ֩ng h֯p, t²ch ph©n 
này ch֕ phֱ thu֥c vào các mút A, B cֳa ĽҼ֩ng mà không phֱ thu֥c v¨o ĽҼ֩ng 
n֝i A v֧i B.  

ņΠnh lĨ 3.2. Cho D là m֥t tԀp m֫, ĽҺn li°n trong 2y . GiӶ sֹ P(x,y), Q(x,y) 
c½ng c§c ĽӴo hàm riêng cֳa ch¼ng là các hàm liên tֱc trong D. Khi Ľ· b֝n m֓nh 
ĽԚ sau l¨ tҼҺng ĽҼҺng v֧i nhau: 

a) Q(x, y) P(x,y)
x y

µ µ
=

µ µ
 v֧i m֙i (x, y) DÍ . 

b) 
L

Pdx Qdy 0+ =ñ́  v֧i m֙i ĽҼ֩ng cong L k²n, kh¹ng tֽ cԂt, trҺn tַng 

khúc nԄm hoàn toàn trong D. 

c) Tích phân 
®AB

Pdx Qdy+ñ , trong Ľ· ®AB  l¨ cung trҺn tַng kh¼c, kh¹ng tֽ 

cԂt, nԄm hoàn toàn trong D, ch֕ phֱ thu֥c v¨o ĽiԜm ĽӺu A, ĽiԜm cu֝i B mà 
không phֱ thu֥c v¨o ĽҼ֩ng cong trҺn tַng kh¼c, kh¹ng tֽ cԂt, nԄm hoàn toàn 
trong D n֝i A v֧i B. 

d) BiԜu thֵc Pdx Qdy+  là vi phân toàn phͭn, tֵc là t֟n tӴi hàm u(x,y) có 
c§c ĽӴo hàm riêng (cӸp hai) liên tֱc trong D và du Pdx Qdy= + . 

Chοng minh. Ta sԐ chֵng minh theo sҺ Ľ֟ a) b) c) d) a)Ý Ý Ý Ý . 

* a) b)Ý . GiӶ sֹ L l¨ ĽҼ֩ng cong k²n bӸt kȢ, kh¹ng tֽ cԂt, trҺn tַng kh¼c, 
nԄm trong D. Vì D là miԚn ĽҺn li°n n°n miԚn (hֻu hӴn) G c· biên là L cȈng nԄm 
trong D. Theo công thֵc Green ta c· 

L G

Q PPdx Qdy dxdy 0
x y
µ µå õ+ = - =æ öµ µç ÷

ñ ññ´ .  
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* b) c)Ý . GiӶ sֹ ¯ ¯AmB, AnB  là hai cung bӸt kȢ trҺn tַng kh¼c, c· hai 

ĽiԜm chung duy nhӸt là A và B, nԄm ho¨n to¨n trong D. Khi Ľ· ĀmBnA  là 
ĽҼ֩ng cong k²n trong D. Tַ ch֣ m֓nh ĽԚ b) l¨ Ľ¼ng, ta c· 

¯ ¯ ¯

¯ ¯

AmBnA AmB BnA

AmB AnB

0 P dx Qdy Pdx Qdy P dx Qdy

Pdx Qdy Pdx Qdy

= + = + + +

= + - +

ñ ñ ñ

ñ ñ

´
 

 
Hình 3.7. Nhυng cung nΧi A vαi B (a): Không cͽt nhau, (b): Cͽt nhau  
Chú ý.  i) GiӶ thiԒt ĽҺn li°n cֳa miԒn D kh¹ng b֛ qua ĽҼ֯c (xem V² dֱ 

3.23, 3.30). NԒu D kh¹ng ĽҺn li°n thì tַ khԆng Ľ֗nh a) ta kh¹ng thԜ suy ra c§c 
khԆng Ľ֗nh còn lӴi. Mu֝n nhԀn ĽҼ֯c c§c khԆng Ľ֗nh còn lӴi, ta phӶi hӴn chԒ xét 
trong miԚn ĽҺn li°n con D¡  n¨o Ľ· chֵa trong D.  

ii) NԒu  t֟n tӴi h¨m u(x,y) c· c§c ĽӴo hàm riêng liên tֱc trong miԚn D n·i 
trên sao cho du Pdx Qdy= +  thì F (P,Q)=

d
 g֙i là tr̯γng thΔ, hàm u(x,y) g֙i là 

hàm thΔ (hàm thԒ nŁng, hàm thԒ v֗) cֳa trҼ֩ng, (ch¼ng ta sԐ x®t k׃ hҺn vԚ 
trҼ֩ng ֫ Bài §3.5) và có thԜ chֵng minh rԄng 

®

B
A

AB

Pdx Qdy u(B) u(A) u(M)+ = -ñ 5 .                               (3.15)  

iii) NԒu D m֫, ĽҺn li°n v¨ m֥t trong 4 khԆng Ľ֗nh n°u trong ņ֗nh lĨ 3.4 
th֛a mãn, (KhԆng Ľ֗nh (a) d֑ kiԜm tra hҺn cӶ!) c· thԜ t²nh hàm thԒ u(x,y): 

ĀM

u(x, y) Pdx Qdy= +ñ + C                                                 (3.16)     

trong Ľ· ĀM  l¨ ĽҼ֩ng cong tùy ý trҺn tַng kh¼c, không tֽ cԂt, nԄm trong D n֝i 
A v֧i M. 

ņԊc bi֓t, nԒu ĽҼ֩ng gӸp kh¼c ACM (m֣i kh¼c cֳa n· song song v֧i m֥t 
trong hai trֱc t֙a Ľ֥) nԄm trong D. VԀy  

AC CM

u(x, y) P(x, y)dx Q(x, y)dy P(x, y)dx Q(x, y)dy C= + + + +ñ ñ     
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0 0

yx

0
x y

P(x, y )dx Q(x, y)dy C.= + +ñ ñ  

TҼҺng tֽ cho trҼ֩ng h֯p khi ĽҼ֩ng gӸp kh¼c ABM nԄm trong D. 

NhҼ vԀy, nԒu ĽҼ֩ng gӸp kh¼c ACM (hoԊc ABM) nԄm trong D thì 

u(x, y) =  

 
(ch֕ s֝ ñ0ò Ľ²nh vào biԒn m֥t lӺn, 

Ľ²nh v¨o biԒn này ֫ t²ch ph©n lӸy theo biԒn kia).                        

 
Hình 3.9. ņ̯γng gͫp kh¼c mà mέi kh¼c // trλc tΣa Ľί nΧi A vαi M 

Ví dλ 3.5.  Tính tích phân 
®

xy 2

AO

I e y dx (1 xy)dyè ø= + +ê úñ , v֧i ®AO  là cung 

2y x sin x=  Ľi tַ A( ,0) O(0,0)p ­ . 

Giͩi. xy 2 xy 2
yP(x,y) e y P e (xy 2y)¡= Ý = + ; 

          xy xy 2
xQ(x, y) e (1 xy) Q e (2y xy ).¡= + Ý = +  

VԀy y xP Q¡ ¡= . Các hàm P, Q, y xP , Q¡ ¡  liên tֱc. Tַ Ľ·, t²ch ph©n kh¹ng phֱ 
thu֥c v¨o ĽҼ֩ng lӸy t²ch ph©n, ta ch֙n ĽoӴn thԆng AO n֝i A v֧i O. 

Trên AO, y = 0 nên 
0

AO AO a

I P dx Qdy Pdx 0dx 0.= + = = =ñ ñ ñ            # 

 y 
 
 y 
 
 
y0 

 

 

  O                    x0                       x                 x 

B                 M(x,y) 
 

 

A(x0,y0)               C 
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Ví dλ 3.6. Chֵng t֛ rԄng biԜu thֵc y 2 y6x(e x)dx (3x y 2)e dy+ + + -  là vi 
phân toàn phӺn cֳa h¨m u(x,y) n¨o Ľ·. Tìm hàm u(x,y) Ľ·.  

Áp dλng: Tính tích phân y 2 y

L

I 6x(e x)dx (3x y 2)e dy= + + + -ñ  trong Ľ· L 

l¨ ĽҼ֩ng 3 3y 3x 4x 0+ - =  Ľi tַ ĽiԜm O(0,0)  t֧i ĽiԜm A(1,1) . 

Giͩi. * Vì yQ P6x e
x y
µ µ
= =

µ µ
, các hàm P, Q, Q P,

x y
µ µ
µ µ

 liên tֱc (trên 2y ) nên 

theo ņ֗nh lĨ 3.2 biԜu thֵc Ľã cho là vi phân toàn phӺn. Ch֙n 0 0(x , y ) (0,0)= , áp 
dֱng c¹ng thֵc (3.17), 

y x
y y

0 0

u(x, y) (3.0 y 2)e dy 6x(e x)dx C= + - + + +ñ ñ  

y 2 3
y y x y 2 3

0
0

x x(y 2)de 6 e C e (y 3 3x ) 2x C
2 3

å õ
= - + + + = - + + +æ ö

ç ÷ñ . 

* Theo (3.15), I u(1,1) u(0,0) e 5.= - = +   

NhԀn x®t. Theo ngôn ngֻ cֳa lĨ thuyԒt trҼ֩ng , V² dֱ trên nghǫa là: Chֵng 
t֛ y 2 yF 6x(e x) i (3x y 2)e j= + + + -
d d d

 l¨ trҼ֩ng thԒ; tìm hàm thԒ. Tìm lҼu s֝ cֳa 
trҼ֩ng khi m֥t chӸt ĽiԜm di chuyԜn tַ O(0,0)  t֧i A(1,1) ).   

Vì F
d

 l¨ trҼ֩ng thԒ, t²ch ph©n Ľã cho bԄng hi֓u hai gi§ tr֗ cֳa hàm thԒ tӴi A 
và O:  I u(1,1) u(0,0) e 5.= - = +                                                                    # 

Bài tͻp chυa trên lαp 

7. / 2p .;   8. 2a = - ;  14. c) 27 a / 2- p ;  16. c) 3 / 2p ; d) 3 / 4 4p - . 
b) ThӶo luԀn  
c) Tֽ h֙c 
 

VD3.23  ;    VD3.25  ;     VD3. 26 ;     VD3.27  ; 
            VD3.28  ;        VD3. 29 ;     VD3.31   

d) Bài tԀp (1t)  3(b);    10(b, c, d, e);   
Tài li֓u  Tài li֓u [1], tr .... 
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Bài giӶng 9: T²ch ph©n ĽҼ֩ng và tích phân mԊt (tiԒp) 
ChҼҺng, mֱc: 3  
TiԒt thֵ: 41-45      TuӺn thֵ: 9  
Mλc Ľ²ch, yêu cͭu:     

¶ NԂm ĽҼ֯c ĽiԚu ki֓n TP Ľ֥c lԀp v֧i ĽҼ֩ng lӸy TP. 
¶ L¨m ĽҼ֯c bài tԀp 
¶ NԂm ĽҼ֯c kh§i ni֓m t²ch ph©n mԊt loӴi I,loӴi II 

- Hình thοc tΫ chοc dͧy hΣc: 
Hình thֵc chֳ yԒu: LĨ thuyԒt, thӶo luԀn - tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu 

- Thγi gian:  
Lý thuyԒt, thӶo luԀn: 5t - Tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu: 5t 

- ņΠa ĽiΘm: 
GiӶng ĽҼ֩ng do P2 ph©n c¹ng. 

- Nίi dung ch²nh: 
§3.2. T²ch ph©n ĽҼ֩ng loӴi II (tiԒp: Sֽ Ľ֥c lԀp cֳa TP v¨o ĽҼ֩ng trong 
KG) 
Bài tԀp t²ch ph©n ĽҼ֩ng 
§3.3.Tích phân mԊt loӴi I 
§3.4.Tích phân mԊt loӴi II 

 
 

§ 3.2. TĉCH PHĄN ņһ֨NG LOӳI  HAI  
ņ֗nh lĨ 3.2. cȈng ĽҼ֯c t֡ng qu§t sang trҼ֩ng h֯p kh¹ng gian.  

ņΠnh lĨ. Trong 3y  cho U là m֥t tԀp m֫, ĽҺn li°n mԊt (xem [1]). C§c hàm 
P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,x) c½ng c§c ĽӴo hàm riêng cӸp m֥t cֳa ch¼ng liên tֱc  
tr°n U. Khi Ľ· 4 m֓nh ĽԚ sau l¨ tҼҺng ĽҼҺng v֧i nhau. 

(a) Q P R Q P R, ,
x y y z z x
µ µ µ µ µ µ
= = =

µ µ µ µ µ µ
 v֧i m֙i (x, y, z) UÍ . 

                                                                                   CÁCH NH֦! 

(b) 
L

Pdx Qdy Rdz 0+ + =ñ́  v֧i m֙i ĽҼ֩ng cong L kh¹ng tֽ cԂt, k²n, trҺn 

tַng kh¼c nԄm hoàn toàn trong U.  

(c) Tích phân 
®AB

Pdx Qdy Rdz+ +ñ , trong Ľ· ®AB  l¨ cung trҺn tַng kh¼c, 

không tֽ cԂt, nԄm hoàn toàn trong U, ch֕ phֱ thu֥c v¨o ĽiԜm ĽӺu A, ĽiԜm cu֝i B 
mà không phֱ thu֥c v¨o ĽҼ֩ng cong trҺn tַng kh¼c, kh¹ng tֽ cԂt, nԄm hoàn 
toàn trong U n֝i A v֧i B. 

(d) BiԜu thֵc Pdx Qdy R dz+ +  là vi phân toàn phӺn, tֵc là t֟n tӴi hàm 
u(x,y,z) c· c§c ĽӴo hàm riêng (cӸp hai!) liên tֱc trong U và 

du Pdx Qdy Rdz= + + . 
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Chú ý. (i) NԒu t֟n tӴi h¨m u(x,y,z), c· c§c ĽӴo hàm riêng liên tֱc trong 
miԚn U n·i trên sao cho du Pdx Qdy Rdz= + +  thì trҼ֩ng F (P,Q,R)=

d
 g֙i là 

trҼ֩ng thԒ, u(x,y,z) g֙i hàm hàm thԒ (hay hàm thԒ v֗, hàm thԒ nŁng) cֳa trҼ֩ng, 
và có thԜ chֵng minh rԄng 

®

B
A

AB

Pdx Qdy Rdz u(B) u(A) u(M)+ + = -ñ 5 . 

(ii) NԒu miԚn D m֫, ĽҺn li°n mԊt và m֥t trong 4 khԆng Ľ֗nh nêu trong 
ņ֗nh lĨ 3.3 th֛a mãn thì có thԜ t²nh hàm u(x,y,z) theo công thֵc 

ĀM

u(x, y,z) Pdx Qdy Rdz= + +ñ +C 

trong Ľ· ĀM  l¨ ĽҼ֩ng cong tùy ý trҺn tַng kh¼c, kh¹ng tֽ cԂt, nԄm trong U n֝i 
A v֧i M. 

ņԊc bi֓t, v֧i 0 0 0 0 0 0A(x , y ,z ), B(x, y , z ), C(x, y,z ) , M(x,y,z) m¨ ĽҼ֩ng 
gӸp kh¼c ABCM (c§c ĽoӴn cֳa n· lӺn lҼ֯t song song v֧i c§c trֱc Ox, Oy, Oz) 
nԄm trong U, thì   

0 0 0

yx z

0 0 0
x y z

u(x, y,z) P(x, y ,z )dx Q(x, y, z )dy R(x, y,z)dz C= + + +ñ ñ ñ . (3.17) 

TҼҺng tֽ v֧i c§c trҼ֩ng h֯p kh§c cֳa ĽҼ֩ng gӸp kh¼c n֝i A v֧i M. 

(iii) GiӶ thiԒt ĽҺn li°n cֳa miԚn U là không b֛ qua ĽҼ֯c.  

Ví dλ 3.8. Chֵng t֛ rԄng 2 3 3 2 2y z dx 2xyz dy 3xy z dz+ +  là vi phân toàn 
phӺn cֳa h¨m u(x,y,z) n¨o Ľ·, tìm hàm này. (Nói cách khác: Chֵng t֛ rԄng 

2 3 3 2 2F y z i 2xyz j 3xy z k= + +
d d dd

 l¨ trҼ֩ng thԒ, tìm hàm thԒ v֗).  

Giͩi. 2 3 3 2 2P y z , Q 2xyz , R 3xy z= = = .  

Rõ ràng các ĽiԚu ki֓n vԚ khӶ vi th֛a mãn. Ta có 

3 2 2 2Q P R Q P R2yz , 6xyz , 3y z .
x y y z z x
µ µ µ µ µ µ
= = = = = =

µ µ µ µ µ µ
 

Theo ņ֗nh lĨ, biԜu thֵc Ľã cho là vi phân toàn phӺn. ņԊt 
0 0 0(x , y , z ) (0,0,0)= , hàm thԒ v֗ c· thԜ t²nh nhҼ sau:  

yx z
2 2 2 3

0 0 0

u(x, y,z) 0dx 0dy 3xy z dz C xy z C= + + + = +ñ ñ ñ .             # 

Chֻa bài trên l֧p.  
22. d) 2 a(h a)- p + ;   24.  c) 12 / 5p ; d) 0; e) 34 a / 3p ; f) 34 ap ; h) 0. 
 25.  / 3p . 
 



 91

§ 3.3. TÍCH PHÂN MԉT LOӳI  M֤T 
 
3.3.1. M֫ ĽӺu 
a. ņΠnh nghǫa. S: mԊt hֻu hӴn, (c· di֓n t²ch), 
Hàm s֝ f (M) f (x, y,z)=  x§c Ľ֗nh trên S.  
Chia S thành n mӶnh nh֛, g֙i c§c mӶnh này là 1 n( S ),...,( S )D D  và di֓n t²ch 

cֳa ch¼ng lӺn lҼ֯t là 1 nS ,..., SD D . 

Trên mӶnh iSD  lӸy ĽiԜm i i i iM (x , y , z )  tùy ý. LԀp t֡ng 
n

n i i
i 1

I f (M ) S
=

= Dä . 

G֙i id  l¨ ĽҼ֩ng k²nh cֳa mӶnh iSD . NԒu khi n­¤  sao cho 

i
i 1, ..., n
Max d 0
=

­  mà các t֡ng nI  dӺn ĽԒn m֥t gi֧i hӴn I hֻu hӴn x§c Ľ֗nh, kh¹ng 

phֱ thu֥c vào cách chia mԊt S cȈng nhҼ c§ch ch֙n c§c ĽiԜm iM  thì gi֧i hӴn Ľ· 
ĽҼ֯c g֙i là tích phân mΊt loͧi mίt cֳa hàm f(x,y,z) trên S và ký hi֓u là 

S S S

f (x, y,z)dS hay f (M)dS hay f dS.ññ ññ ññ  

 NԒu mԊt S k²n thì ký hi֓u là 
S

f (M)dSññµ . 

b. ņiΖu kiΜn tΩn tͧi. GiӶ sֹ rԄng: 
i) MԊt S liên tֱc, gi֧i n֥i, (c· di֓n t²ch), trҺn tַng mӶnh; 
ii) Hàm f(x,y,z) liên tֱc hoԊc b֗ chԊn và liên tֱc tùng mӶnh  trên S. 

Khi Ľ· t֟n tӴi t²ch ph©n mԊt loӴi m֥t cֳa hàm f(x,y,z) trên S. 
c. Tính chͫt. Gi֝ng t²nh chӸt cֳa TP x§c Ľ֗nh. 
3.3.2. Ý nghǫa 
a. Ý nghǫa hình hΣc. NԒu mԊt S liên tֱc, gi֧i n֥i, trҺn tַng mӶnh thì di֓n 

tích S cֳa n· c· thԜ t²nh theo c¹ng thֵc 

S

dt(S) dS= ññ .                                                                                (3.18) 

b. Ý nghǫa c̭ hΣc. NԒu kh֝i lҼ֯ng riêng cֳa mԊt tӴi m֣i ĽiԜm M(x,y,z) 
cֳa n· là (x, y,z)r  thì:  

i) KhΧi l̯ιng cνa mΊt cho b֫i 

S

m (x, y,z)dS= rññ ;                                                                 (3.19) 

ii) TrΣng t©m G G GG(x , y ,z )  có các t֙a Ľ֥ ĽҼ֯c t²nh theo c¹ng thֵc 
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G
S

G
S

G
S

1x x (x, y,z)dS,
m

1y y (x, y,z)dS,
m

1z z (x,y,z)dS.
m

= r

= r

= r

ññ

ññ

ññ

                                                         (3.20) 

3.3.3. Cách tính 
+ S: z z(x,y), (x, y) D= Í  (D miԚn Ľ·ng, gi֧i n֥i) 
+ z(x,y) c½ng c§c ĽӴo hàm riêng cӸp m֥t x yz , z¡ ¡  liên tֱc trên D. 

Khi Ľ· 
2 2

x y
S D

f (x, y,z)dS f (x, y, z(x, y)) 1 z z dxdy¡ ¡= + +ññ ññ .              (3.21) 

Tֽ ĽԊt ra c¹ng thֵc tҼҺng tֽ cho c§c trҼ֩ng h֯p kh§c. 
 

 
Hình 3.11. MΊt cho bεi ph̯̭ng trình hiΜn (a) và mΊt ε V² dλ 3.9 (b) 

Ví dλ 3.9. Tính tích phân 2

S

I z dS= ññ , trong Ľ· S l¨ m֥t phӺn t§m mԊt cӺu 

2 2 2 2x y z a (a 0); x, y, z 0.+ + = > ²  

Giͩi. Trên S thì 2 2 2z a (x y ), (x, y) D= - + Í  v֧i D là phӺn hình tròn 
tâm O, bán kính a nԄm ֫ g·c phӺn tҼ thֵ nhӸt. Ta c· 

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

z x z y,
x ya (x y ) a (x y )

z z a1 .
x y a (x y )

µ µ
= - = -

µ µ- + - +

µ µå õ å õ+ + =æ ö æ öµ µç ÷ - +ç ÷
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2
2 2 2

2 2 2
D

2 2 2 2

D

aI (a (x y )) dxdy
a (x y )

a a (x y ) dxdy.

Ý = - +
- +

= - +

ññ

ññ
 

/2 a 4
2 2 2

0 0

aI a d a r r dr .
6

p p
= q - =ñ ñ  (T֙a Ľ֥ cֽc).                                       # 

 
§ 3.4. TÍCH PHÂN MԉT LOӳI  HAI 
3.4.1. MԊt Ľ֗nh hҼ֧ng  
Yêu cӺu vԚ h֓ ph§p tuyԒn cֳa mԊt: BiԒn thiên liên tֱc. 

Phía mà các pháp tuyԒn n(M)d  hҼ֧ng vào là ph²a d̯̭ng, phía còn lӴi là 
phía âm. 

 
Hình 3.13. Phía cνa mΊt: (a) ph²a tr°n,  (b) ph²a d̯αi, 

(c) phía ngoài 
ņ֝i v֧i mԊt S cho b֫i phҼҺng trình z z(x, y)= , phía cֳa S ֵng v֧i ph§p 

tuyԒn làm v֧i tia Oz m֥t g·c nh֙n là phía trên, phía kia g֙i là ph²a d̯αi (xem 
Hình 3.13a,b). 

NԒu mԊt S cho b֫i phҼҺng trình x x(y, z)= , ta có thԜ x®t ph²a trҼ֧c - phía 
sau. NԒu S cho b֫i phҼҺng trình y y(z,x)= , ta có thԜ n·i ĽԒn ph²a tr§i - phía 
phӶi. Thֽc ra c§c tַ trên - dҼ֧i, trҼ֧c - sau, trái - phӶi ֫ Ľ©y ch֕ c· t²nh Ҽ֧c l֓, 
phֱ thu֥c vào v֗ tr² tҼҺng Ľ֝i cֳa h֓ trֱc v֧i ngҼ֩i quan s§t. 

MԊt k²n bӸt kȢ kh¹ng tֽ cԂt S (mԊt cӺu, mԊt elipsoide ...) là mԊt hai ph²a. 
Phía có pháp tuyԒn hҼ֧ng vào miԚn trong gi֧i hӴn b֫i mԊt S ĽҼ֯c g֙i là phía 
trong cֳa S, ph²a kia ĽҼ֯c g֙i là phía ngoài cֳa S (xem Hình 3.13c).  

BӴn hãy nói nhֻng ph²a c· thԜ cֳa chiԒc chum?  
MԊt trֱ, mԊt cӺu, mԊt n·n? 
LҼu ý: Có nhֻng rԂc r֝i khi x§c Ľ֗nh ph²a cֳa mԊt: bŁng Mºbius. Ta lӸy 

m֥t bŁng giӸy hình chֻ nhԀt ABCD; xoԂn bŁng lӴi nֹa vòng; dán chéo A v֧i C, 
B v֧i D, ta sԐ ĽҼ֯c bŁng Mºbius (xem Hình 3.12).  
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Hình 3.12. BŁng Mºbius 

M֥t con kiԒn c· thԜ bò ֫ trên “cӶ hai ph²aò cֳa mԊt mà không cӺn bò qua 
biên. MԊt nhҼ thԒ là mԊt 1 ph²a. Tuy nhi°n ngҼ֩i ta loӴi Ľi nhֻng trҼ֩ng h֯p rԂc 
r֝i này, ch֕ x®t mԊt 2 ph²a.  

Cho m֥t mԊt Ľ֗nh hҼ֧ng S ĽҼ֯c gi֧i hӴn b֫i biên C g֟m m֥t (nԒu mԊt ĽҺn 
liên) hoԊc m֥t s֝ (nԒu mԊt Ľa li°n) ĽҼ֩ng cong k²n, liên tֱc, trҺn tַng kh¼c. Ta 
g֙i h̯αng d̯̭ng trên C ֵng v֧i ph²a Ľã ch֙n cֳa mԊt S l¨ hҼ֧ng mà m֥t ngҼ֩i 
quan s§t Ľֵng thԆng theo hҼ֧ng cֳa ph§p tuyԒn cֳa mԊt, Ľi d֙c theo hҼ֧ng 
dҼҺng cֳa ĽҼ֩ng cong sԐ thӸy phӺn gӺn nhӸt cֳa mԊt S lu¹n ֫ vԚ bên trái (xem 
Hình 3.14). 

 

 
Hình 3.14. H̯αng d̯̭ng cνa biên cνa mΊt Ḽ̌n li°n (a) v¨ cνa mΊt Ľa liên (b) 

   MԊt S ĽҼ֯c g֙i là ĽΠnh h̯αng tρng mͩnh nԒu n· là liên tֱc, ĽҼ֯c ph©n 
chia b֫i m֥t s֝ hֻu hӴn ĽҼ֩ng trҺn tַng kh¼c thành m֥t s֝ hֻu hӴn mӶnh Ľ֗nh 
hҼ֧ng, hҼ֧ng trên m֣i mӶnh ĽҼ֯c x§c Ľ֗nh sao cho hai hҼ֧ng dҼҺng tr°n phӺn 
biên chung cֳa hai mӶnh kԚ nhau l¨ ngҼ֯c nhau.  

   
Hình 3.15. MΊt ĽΠnh h̯αng tρng mͩnh (a), ph²a ngoài cνa hình hίp (b) 
Theo nguyên tԂc này, hình h֥p c· thԜ Ľ֗nh hҼ֧ng ra ngoài (Hình 3.15b) - 

hoԊc ngҼ֯c lӴi, Ľ֗nh hҼ֧ng vào trong.                                                  

(b) 
             A 
 
 
 
 
B 

1S  
2S  

(a) 

 (a)                                                         (b) 

   A    C 
 
 
    B   D 
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3.4.2. Tích phân mԊt loӴi hai 
a. B¨i to§n th¹ng l̯ιng. ChӸt l֛ng c· vԀn t֝c vd  kh¹ng Ľ֡i theo th֩i gian 

cȈng nhҼ kh¹ng phֱ thu֥c vào v֗ tr² cֳa ĽiԜm xem x®t. X®t m֥t mӶnh phԆng S 
ĽԊt trong chӸt l֛ng, biԒt rԄng S là mԊt Ľ֗nh hҼ֧ng v֧i v®c tҺ ph§p tuyԒn ĽҺn v֗ 
nd  và v֧i di֓n t²ch SD . Trong m֥t ĽҺn v֗ th֩i gian, lҼ֯ng chӸt l֛ng chӶy qua mԊt 
S (tַ tr§i sang phӶi) là thԜ t²ch hình trֱ xiên (xem Hình 3.16):  

V v. cos (n, v). S n v . SF = = D = D
d dd dY .                                       (3.22) 

֪ Ľ©y ch¼ng ta quy Ҽ֧c rԄng F  mang giá tr֗ dҼҺng nԒu g·c h֯p b֫i v®c tҺ 
pháp tuyԒn nd  v֧i vd  là góc nh֙n, mang gi§ tr֗ ©m nԒu Ľ· là góc tù. 

F  còn ĽҼ֯c g֙i l¨ th¹ng lҼ֯ng cֳa trҼ֩ng vԀn t֝c vd  qua mԊt S. 

 
Hình 3.16. L̯ιng chͫt lΥng chͩy qua mΊt S trong mίt Ḽ̌n vΠ thγi gian 
T֡ng qu§t h·a tình hu֝ng trên khi vԀn t֝c vd  phֱ thu֥c v¨o ĽiԜm ĽԊt M 

trong m¹i trҼ֩ng, mԀt Ľ֥ vӾn coi l¨ kh¹ng Ľ֡i, và mԊt S là mԊt cong Ľ֗nh hҼ֧ng, 
cȈng nhҼ nhiԚu hi֓n tҼ֯ng vԀt lĨ kh§c, ngҼ֩i ta Ľi ĽԒn kh§i ni֓m t²ch ph©n mԊt 
loӴi hai.   

b. ņΠnh nghǫa. Trong miԚn kh¹ng gian G x®t h¨m v®c tҺ F F(M)=
d d

 
P(M) i Q(M) j R(M)k= + +

d d d
. Trong G cho mԊt Ľ֗nh hҼ֧ng S ֫ Ľ· v®c tҺ ph§p 

tuyԒn ĽҺn v֗ tӴi ĽiԜm M SÍ  là n n(M) (cos (M), cos (M),cos (M))= = a b g
d d . Chia 

S thành các mӶnh nh֛ 1 n( S ), ..., ( S )D D  không dӾm lên nhau và g֙i di֓n t²ch 
tҼҺng ֵng cֳa ch¼ng là 1 nS , ..., S .D D  Trên mӶnh ( iSD ) ch֙n m֥t ĽiԜm iM  tùy ý. 
LԀp t֡ng sau Ľ©y, g֙i là t֡ng t²ch ph©n: 

n

n i i i
i 1

I F(M ) n(M ) S
=

= Dä
d dY  

    ( )
n

i i i i i i i
i 1

P(M )cos (M ) Q(M )cos (M ) R(M )cos (M ) S
=

= a + b + g Dä . 

NԒu khi n­¤  sao cho iMax d 0­  ( id  l¨ ĽҼ֩ng k²nh cֳa mӶnh ( iSD )) 
mà t֡ng nI  dӺn ĽԒn gi֧i hӴn I hֻu hӴn x§c Ľ֗nh, kh¹ng phֱ thu֥c vào cách chia 
mԊt S và cách ch֙n c§c ĽiԜm iM  thì gi֧i hӴn Ľ· ĽҼ֯c g֙i là tích phân mΊt loͧi 
hai cֳa  c§c hàm P(M), Q(M), R(M)  (hay cֳa trҼ֩ng v®c tҺ F(M)

d
) trên S và 

ĽҼ֯c kĨ hi֓u là  

S

P(x, y, z)dydz Q(x, y, z)dzdx R(x, y,z)dxdy+ +ññ               (3.23) 

                                                                              nd  
                                                                                      vd  

S 
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(hoԊc ĽҺn giӶn hҺn, 
S

P dydz Qdzdx R dxdy+ +ññ ).    

NԒu S là mԊt Ľ֗nh hҼ֧ng tַng mӶnh, t²ch ph©n trên S là t֡ng c§c t²ch ph©n 
trên nhֻng mӶnh nh֛ Ľ֗nh hҼ֧ng: 

1 n i

n

i 1S ... S S

Pdydz Qdzdx R dxdy Pdydz Qdzdx R dxdy
=Ç Ç

+ + = + +äññ ññ .  

Chú ý. T²ch ph©n ĽҼ֯c viԒt ĽҺn giӶn hҺn khi m֥t (hay hai) thành phӺn P, 
Q, R tri֓t tiêu, cȈng nhҼ khi c· thַa s֝ chung, chԆng hӴn 

  
S

Pdydz, ...ññ ;   
S S

HPdydz HQdz dx H(P dydz Qdzdx)+ = +ññ ññ . 

MԊt cong k²n S là biên cֳa miԚn hֻu hӴn V n¨o Ľ· trong kh¹ng gian v¨ 
không có ch֕ dӾn gì thêm thì ta quy Ҽ֧c t²ch ph©n lӸy trên S theo phía ngoài là: 

S

Pdydz Qdzdx R dxdy+ +ññµ . 

c. ņiΖu kiΜn tΩn tͧi 
NԒu S là mԊt Ľ֗nh hҼ֧ng tַng mӶnh và các hàm P, Q, R liên tֱc trên S thì 

t֟n tӴi t²ch ph©n mԊt loӴi hai cֳa c§c hàm này trên S.    
d. Tính chͫt 
¶  Sχ phλ thuίc v¨o h̯αng cνa mΊt. NԒu mԊt ĽҼ֯c ch֙n theo hҼ֧ng 

ngҼ֯c lӴi thì tích phân có cùng tr֗ tuy֓t Ľ֝i nhҼng Ľ֡i dӸu: 

S S

Pdydz Qdzdx R dxdy Pdydz Qdzdx R dxdy
- +

+ + = - + +ññ ññ           (3.24) 

֫ Ľ©y S+  là mԊt S v֧i hҼ֧ng dҼҺng Ľã ch֙n ban ĽӺu, S-  là mԊt S v֧i hҼ֧ng 
ngҼ֯c lӴi. 

¶  MΧi liên hΜ vαi t²ch ph©n mΊt loͧi mίt 
NhԂc lӴi: n(M) (cos (M), cos (M),cos (M))= a b g

d - v®c tҺ ph§p tuyԒn ĽҺn v֗ 
tai ĽiԜm M cֳa mԊt Ľ֗nh hҼ֧ng S.  

S S

Pdydz Qdzdx Rdxdy (Pcos Qcos R cos )dS+ + = a + b+ gññ ññ  

                                            
S

F n dS= ññ
d dY .                                        (3.25) 

¶  Ngoài ra, tích phân mԊt loӴi c· c§c t²nh chӸt th¹ng thҼ֩ng cֳa t²ch ph©n 
nhҼ t²nh chӸt tuyԒn t²nh, h֓ thֵc Chasles, ... 

L̯u ý. M֥t s֝ tài li֓u dùng vԒ phӶi cֳa phҼҺng trình (3.25) làm Ľ֗nh nghǫa 
cȈng nhҼ ký hi֓u cֳa t²ch phân mԊt loӴi hai.  

3.4.3. Ý nghǫa 
ņ֝i v֧i trҼ֩ng v®c tҺ F Pi Q j R k= + +

d d dd
, th¹ng l̯ιng F  cֳa trҼ֩ng qua 

mԊt Ľ֗nh hҼ֧ng S là tích phân mԊt loӴi hai cֳa F
d

 trên S: 
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S

Pdydz Qdzdx R dxdyF = + +ññ . 

(Nh֧ lӴi trҼ֩ng vԀn t֝c: F = lҼ֯ng chӸt l֛ng chӶy qua mԊt theo chiԚu x§c 
Ľ֗nh trong m֥t ĽҺn v֗ th֩i gian). 

3.4.4. Cách tính 
* Sσ dλng c¹ng thοc liên hΜ hai loͧi t²ch ph©n mΊt 
* MΊt  cho bεi ph̯̭ng trình hiΜn z z(x, y)=  
S: z z(x, y), (x, y) D= Í  (D là hình chiԒu cֳa S xu֝ng mԊt Oxy),  
Phía cֳa mԊt là phía trên thì các véc tҺ ph§p tuyԒn sԐ tӴo v֧i trֱc Oz m֥t 

góc nh֙n. x yN ( z , z , 1)¡ ¡Ý = - -
gd

 (thành phӺn thֵ 3 cֳa ph§p tuyԒn 0² ), pháp 
tuyԒn ĽҺn v֗ tҼҺng ֵng là 

yx
2 2 2 2 2 2

x y x y x y

zz 1n , ,
1 z z 1 z z 1 z z

¡-å õ¡-
= æ ö
æ ö¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡+ + + + + +ç ÷

d . 

Thay vào (3.25) và sֹ dֱng c§ch t²nh t²ch ph©n mԊt loӴi m֥t ta ĽҼ֯c: 

yx
2 2 2 2 2 2

S x y x y x y

z .Qz .P RI dS
1 z z 1 z z 1 z z

¡-å õ¡-
= + +æ ö
æ ö¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡+ + + + + +ç ÷
ññ . 

   x y
D

( z .P(x, y,z(x, y)) z .Q(x, y, z(x, y)) R(x, y,z(x, y)))dxdy.¡ ¡= - - +ññ  

NԒu ph²a cֳa mԊt l¨ ph²a dҼ֧i (ph§p tuyԒn tӴo v֧i trֱc Oz m֥t g·c tù) thì 
ta phӶi thêm dӸu trַ vào vԒ phӶi.  

ņΠnh lĨ 3.4. GiӶ sֹ mԊt cong (S) cho b֫i phҼҺng trình hi֓n z z(x, y)= , là 
hàm liên tֱc c½ng c§c ĽӴo hàm riêng x yz , z¡ ¡  trên miԚn Ľ·ng, gi֧i n֥i (c· di֓n 

tích) D trong 2y . CȈng giӶ sֹ rԄng P, Q, R là nhֻng hàm liên tֱc trên (S). Khi 
Ľ· xӶy ra c¹ng thֵc 

x y
S D

P dydz Qdzdx R dxdy ( z .P z .Q R)dxdy¡ ¡+ + = ° - - +ññ ññ .           (3.26)  

ņԊc bi֓t, 

S D

R(x, y, z)dxdy R(x, y,z(x, y))dxdy= °ññ ññ .                           (3.27) 

DӸu c֥ng "+" hay trַ "- " tùy thu֥c vào phía cֳa mԊt ch֙n là phía trên hay 
ph²a dҼ֧i.  

Ví dλ 3.10. Tính tích phân mԊt loӴi hai 2

S

x dxdy zdydz+ññ , trong Ľ· S l¨ 

phӺn cֳa mԊt 2 2z x y= +  nԄm ph²a trên hình vuông D: 1 x 1, 1 y 1- ¢ ¢ - ¢ ¢  và 
hҼ֧ng lên phía trên. 

Giͩi. 2 2z x y= + , x yz 2x, z 2y¡ ¡= = . Vì mԊt lӸy theo ph²a trên, theo công 
thֵc (3.26) nhԀn ĽҼ֯c 



 98

2 2

S S

x dxdy zdydz zdydz 0.dzdx x dxdy+ = + +ññ ññ    

( )2

D

( 2x)z(x, y) 1.x dxdy= - +ññ 2 3 2

D

4(x 2x 2xy )dxdy .
3

= - - =ññ  # 

Ví dλ 3.11. T²nh th¹ng lҼ֯ng cֳa trҼ֩ng v®c tҺ F yi x j 4k= - +
d d dd

 trong Ľ· 

S là phӺn t§m thֵ nhӸt cֳa mԊt cӺu 2 2 2x y z 1+ + =  v¨ hҼ֧ng ra ngoài. 

Giͩi. 2 2 2x y z 1, z 0+ + = ²  2 2z 1 x yÝ = - - ,  

x y2 2 2 2

x yz , z
1 x y 1 x y

- -¡ ¡= =
- - - -

. 

MԊt hҼ֧ng ra ngoài cȈng l¨ hҼ֧ng lên trên. Theo (3.26), 

S

ydydz xdzdx 4dxdyF = - +ññ    

    
2 2 2 2

D

xy xy 4 dxdy
1 x y 1 x y

å õ= - +æ öæ ö- - - -ç ÷
ññ  

D

4dxdy 4dt(D) 4. .
4
p

= = = = pññ                                                 # 

Ví dλ 3.12. Tính tích phân mԊt loӴi hai 
S

xdydz ydzdx zdxdy+ +ññµ , trong 

Ľ· S l¨ mԊt xung quanh cֳa tֵ di֓n gi֧i hӴn b֫i c§c mԊt phԆng toӴ Ľ֥ 
x 0, y 0, z 0= = =  và mԊt x y z 1+ + = , hҼ֧ng ra ph²a ngoài. 

Giͩi. 1 2 3 4I I I I I= + + + , trong Ľ· iI  là tích phân lӸy trên mԊt iS , i 1,4= . 

 
Hình 3.17. Tο diΜn ε V² dλ 3.12 
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Vì Ľ֗nh hҼ֧ng ra ph²a ngoài nên mԊt S1  hҼ֧ng xu֝ng ph²a dҼ֧i, v®c tҺ 
pháp tuyԒn ĽҺn v֗ là k (0, 0, 1)- = -

d
. VԀy 

1 1

1
S S

I xdydz ydzdx zdxdy (x.0 y.0 z.( 1)dS= + + = + + -ññ ññ  

    
1S D

z dS 0dxdy 0= - = =ññ ññ  (D là tam giác OAB). 

(Có thԜ nhԀn x®t rԄng, trên S1 thì z 0= dz 0 dydz dzdx 0Ý = Ý = = . VԀy 

1 1

1
S S

I xdydz ydzdx zdxdy 0 0 zdxdy 0= + + = + + =ññ ññ ). 

Tַ t²nh Ľ֝i xֵng suy ra 2 3 1I I I 0= = = . 

ņԜ t²nh 4I , ta thӸy x yz 1 x y N ( z , z ,1) (1,1,1)¡ ¡= - - Ý = - - =
gd

, dùng (3.26): 

4

4
S D D

1I xdydz ydzdx z dxdy (x y z(x,y))dxdy 1dxdy
2

= + + = + + = =ññ ññ ññ . 

Suy ra 1I .
2
=                                        

* Thֽc ra sau Ľ©y sֹ dֱng  c¹ng thֵc Ostrogradski-Gauss ֫ mֱc 3.4.6 sԐ 
ti֓n l֯i hҺn nhiԚu.                                                                                       # 

3.4.5. Công thֵc Stokes 
ņΠnh lĨ 3.5 (Công thοc Stokes). GiӶ sֹ S là mԊt Ľ֗nh hҼ֧ng ĽҼ֯c tַng 

mӶnh, biên cֳa S l¨ ĽҼ֩ng cong L k²n, trҺn tַng kh¼c, hҼ֧ng cֳa L ĽҼ֯c x§c 
Ľ֗nh phù h֯p v֧i hҼ֧ng dҼҺng cֳa mԊt. 

GiӶ sֹ c§c hàm P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) liên tֱc cùng v֧i c§c ĽӴo hàm 
riêng cֳa ch¼ng trên tԀp m֫ n¨o Ľ· cֳa 3y  chֵa S. Khi Ľ· 

L

Pdx Qdy Rdz+ +ñ́  

S

Q P R Q P Rdxdy dydz dzdx.
x y y z z x
µ µ µ µ µ µå õ å õ å õ= - + - + -æ öæ ö æ öµ µ µ µ µ µç ÷ç ÷ ç ÷
ññ           (3.29) 

Ví dλ 3.13. Tính tích phân 3 3 3

C

y dx x dy z dz- + -ñ́ , trong Ľ· C l¨ giao 

tuyԒn cֳa hình trֱ 2 2x y 1+ =  và mԊt phԆng 2x 2y z 2+ + =  Ľ֗nh hҼ֧ng sao cho 
hình chiԒu cֳa n· trên mԊt phԆng Oxy c· chiԚu ngҼ֯c kim Ľ֟ng h֟.  

Giͩi. G֙i E l¨ elip c· bi°n C, Ľ֗nh hҼ֧ng lên trên. Hình chiԒu E lên Oxy là 
hình tròn 2 2D : x y 1+ ¢ . Theo công thֵc Stokes,  

( )2 2

S

I 3x 3y dxdy (0 0)dydz (0 0)dzdx= + + - + +ññ   



 100

   ( )
1

2 2 2

D 0

33x 3y dxdy 3.2 . r rdr .
2
p

= + = p =ññ ñ                                 # 

3.4.6. Công thֵc Ostrogradski-Gauss 
ņΠnh lĨ 3.5 (Công thοc Ostrogradski-Gauss) (hay ņΠnh lĨ Divergence). 

 GiӶ sֹ V là miԚn gi֧i n֥i, Ľ·ng trong 3y  v֧i biên là mԊt S k²n, trҺn tַng 
mӶnh, Ľ֗nh hҼ֧ng ĽҼ֯c. CȈng giӶ sֹ rԄng c§c hàm P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) 
liên tֱc cùng v֧i c§c ĽӴo hàm riêng cֳa ch¼ng trên tԀp m֫ chֵa V. Khi Ľ· 

S V

P Q RPdydz Qdzdx Rdxdy dxdydz
x y z
µ µ µå õ+ + = + +æ öµ µ µç ÷

ññ ñññµ .           (3.30) 

Tích phân trên mԊt S ֫ vԒ tr§i ĽҼ֯c lӸy theo ph²a ngoài.  

Ví dλ 3.14. Tính tích phân 2 2 2 2 2

S

xy dydz x ydzdx (x y )z dxdy+ + +ññµ , 

trong Ľ· S l¨ mԊt ngoài cֳa hình trֱ 2 2x y 1, 0 z 1+ ¢ ¢ ¢ , hҼ֧ng ra ngoài.  

Giͩi. G֙i hình chiԒu cֳa hình trֱ lên mԊt phԆng Oxy là D, theo công thֵc 
Ostrogradski-Gauss,  

2 2 2 2 2 2

V V

I (y x 2z(x y ))dxdydz (x y )(2z 1)dxdydz= + + + = + +ñññ ñññ  

   2 2 2 1 2 2
0

D D

(x y )(z z) dxdy 2 (x y )dxdy .= + + = + = pññ ññ                       #     

Ví dλ 3.15. Tính tích phân 2 xz

S

xydydz (y e )dzdx cos (xy)dxdy+ + +ññµ , 

trong Ľ· S l¨ mԊt xung quanh cֳa miԚn G gi֧i hӴn b֫i hình trֱ parabolic 
2z 1 x= -  và các mԊt phԆng z 0, y 0, y z 2= = + = , hҼ֧ng ra ngoài.  

Giͩi. Tính trֽc tiԒp t²ch ph©n Ľã cho là khó khŁn vì phӶi t²nh trên 4 mӶnh 
khác nhau. Ta sֹ dֱng c¹ng thֵc Ostrogradski-Gauss,  

21 1 x 2 z

V 1 0 0

184I (y 2y)dxdydz 3 dx dz ydy
35

- -

-

= + = =ñññ ñ ñ ñ .                    # 
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Hình 3.18. MiΖn ε V² dλ 3.15 

Ví dλ 3.16. Tính tích phân mԊt loӴi hai   
2

S

I x dydz 2xydzdx 3xzdxdy ,= - +ññ
 

v֧i S là phӺn mԊt cӺu 2 2 2x y z 4+ + =  nԄm trong g·c phӺn t§m thֵ nhӸt 
x 0, y 0,z 0² ² ² , hҼ֧ng ra ph²a ngoài (không kԜ c§c hình rԎ quӴt nԄm trên các 
mԊt phԆng t֙a Ľ֥). 

Giͩi. NԒu ta dùng công thֵc (3.26) ta sԐ Ľi ĽԒn t²ch ph©n kh· khŁn.    
B֡ sung thêm các mԊt 1 2 3S : x 0, S : y 0, S : z 0= = = , cùng v֧i S ta ĽҼ֯c 

m֥t mԊt k²n S¡  (xem Hình 3.11b). G֙i V là miԚn gi֧i hӴn b֫i S¡ , theo công thֵc 
Ostrogradski-Gauss, 

1 2 3S S S S

I
¡

= - - -ññ ññ ññ ññµ  

   ( )
1 2 3V S S S V

2x 2x 3x dxdydz 3x dxdydz= - + - - - =ñññ ññ ññ ññ ñññ . 

(Tích phân mԊt trên m֣i mԊt S1, S2, S3, ĽԚu bԄng 0). 
ChuyԜn sang t֙a Ľ֥ cӺu,  
 2x rcos sin , y r sin sin , z r cos , J r sin= q j = q j = j = j   

/2 /2 2
2

0 0 0

I 3 d d (r cos sin ).(r sin )dr 3
p p

= q j q j j = pñ ñ ñ .                      #  

 

Ví dλ 3.17.  Dùng công thֵc Ostrogradski-Gauss ĽԜ t²nh t²ch ph©n ֫ V² dֱ 
3.12. 

GiӶi. 
V V

1 1I (1 1 1)dxdydz 3 dxdydz 3. 1.1.1
6 2

= + + = = =ñññ ñññ .             # 

 
b) ThӶo luԀn  
c) Tֽ h֙c 
 

VD3.32  ;    VD 3.33;  VD3.34 . 

d) Bài tԀp (1t)   
Tài li֓u  Tài li֓u [1], tr .... 
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Bài giӶng 10: T²ch ph©n ĽҼ֩ng và tích phân mԊt (tiԒp) 
ChҼҺng, mֱc: 3  
TiԒt thֵ: 46-50      TuӺn thֵ: 10  
Mλc Ľ²ch, yêu cͭu:     

¶ L¨m ĽҼ֯c c§c bài tԀp cŁn bӶn cֳa chҼҺng 
¶ ThӸy sֽ gԂn kԒt chԊt chԐ cֳa c§c loӴi TP v֧i lĨ thuyԒt trҼ֩ng. 
¶ PhӴm vi ֵng dֱng cֳa TP, TrҼ֩ng trong thֽc tԒ, trong k׃ thuԀt  

- Hình thοc tΫ chοc dͧy hΣc: 
Hình thֵc chֳ yԒu: LĨ thuyԒt, thӶo luԀn - tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu 

- Thγi gian:  
Lý thuyԒt, thӶo luԀn: 5t - Tֽ h֙c, tֽ nghiên cֵu: 5t 

- ņΠa ĽiΘm: 
GiӶng ĽҼ֩ng do P2 ph©n c¹ng. 

- Nίi dung ch²nh: 
Bài tԀp T²ch ph©n ĽҼ֩ng loӴi II. 
§3.5. Lý thuyԒt trҼ֩ng  

 

22. d) 2 a(h a)- p + ;   24. c) 12 / 5p ; d) 0;   e) 34 a / 3p ;   f) 34 ap ; h) 0.   25.  . 

 
§ 3.5. LÝ THUYԑT TRһ֨NG 
3.5.1. TrҼ֩ng v¹ hҼ֧ng 
a. ņΠnh nghǫa. Tr̯γng v¹ h̯αng là phӺn kh¹ng gian G mà tӴi m֣i ĽiԜm M 

cֳa n· c· x§c Ľ֗nh m֥t ĽӴi lҼ֯ng v¹ hҼ֧ng u(M) . 
NhҼ vԀy, bӶn chӸt to§n h֙c cֳa trҼ֩ng là hàm u(M), g֙i l¨ h¨m v¹ hҼ֧ng 

cֳa trҼ֩ng. ņԜ ĽҺn giӶn, ta g֙i l¨ trҼ֩ng v¹ hҼ֧ng u(M), hay trҼ֩ng u. 
GiӶ sֹ trong h֓ trֱc Oxyz cho trҼ֧c n¨o Ľ· ĽiԜm M c· t֙a Ľ֥ (x,y,z). Vi֓c 

cho trҼ֩ng tҼҺng ĽҼҺng v֧i vi֓c cho hàm s֝  x§c Ľ֗nh trên G.  
Ta ch֕ x®t trҼ֩ng mà hàm u không phֱ thu֥c vào th֩i gian, g֙i là tr̯γng 

dρng. HҺn nֻa, ta cȈng ch֕ x®t nhֻng trҼ֩ng m¨ c§c ĽӴo hàm riêng cֳa hàm u 
t֟n tӴi v¨ kh¹ng Ľ֟ng th֩i bԄng 0. 

b. MΊt mοc. Cho trҼ֩ng v¹ hҼ֧ng u(M). PhҼҺng trình , 
 x§c Ľ֗nh m֥t mԊt n¨o Ľ·, g֙i là mԊt mֵc (hay mԊt ĽԆng tr֗). 

Rõ ràng là các mԊt mֵc kh§c nhau thì không cԂt nhau. HҺn nֻa, c§c mԊt 
mֵc lӸp ĽӺy miԚn G. TӴi m֣i ĽiԜm cֳa G c· m֥t và ch֕ m֥t mԊt mֵc Ľi qua. 

c. Gradient. LӸy m֥t ĽiԜm . ņԊt . 
Xét mԊt mֵc qua , Ľ· l¨ mԊt  

Theo (1.73), v®c tҺ ph§p cֳa (S) tӴi ĽiԜm  là 

, ĽҼ֯c g֙i là v®c ṱ gradient cֳa trҼ֩ng tӴi , ký 

hi֓u là (hay ). NhҼ vԀy 

/ 3p

( )Íy

u u(x, y,z)=

u(x,y,z) c=
(c const)=

0 0 0 0M (x , y ,z ) GÍ 0 0 0 0u u(x ,y ,z )=

0M 0 0(S) : u(x, y, z) u u(x, y, z) u 0.= Ú - =

0M

0 0 0u(M ) u(M ) u(M ), ,
x y z

µ µ µå õ
æ öµ µ µç ÷

0M

0grad u(M )
ggggd

0u(M )Ð
gd
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. 

ņiԚu này xӶy ra tӴi ĽiԜm  bӸt kȢ, vԀy ta c· 

                                                              (3.31) 

(luôn giӶ thiԒt ). Chúng ta nhԀn ĽҼ֯c Ľ֗nh lĨ sau. 
ņΠnh lĨ 3.7. Gradient cֳa trҼ֩ng v¹ hҼ֧ng  tӴi m֥t ĽiԜm bӸt 

kȢ Ľ֟ng phҼҺng v֧i v®c tҺ ph§p tuyԒn cֳa mԊt mֵc cֳa trҼ֩ng Ľi qua ĽiԜm Ӹy. 
Hình 3.19 mô tӶ c§c ĽҼ֩ng Ľ֟ng mֵc cֳa trҼ֩ng phԆng. Ta֗ ĽiԜm M bӸt 

kȢ, v®c tҺ  vuông góc v֧i v®c tҺ tiԒp tuyԒn  cֳa mԊt mֵc.  

 
Hình 3.19. V®c ṱ gradient thΆng góc vαi mΊt mοc 

HΜ quͩ. NԒu  l¨ hҼ֧ng tiԒp x¼c v֧i mԊt mֵc qua ĽiԜm M trong trҼ֩ng u 

thì ĽӴo hàm cֳa h¨m u(x,y,z) theo hҼ֧ng  tri֓t tiêu: . 

Tính chͫt. Cho  l¨ hai trҼ֩ng v¹ hҼ֧ng trên G, f là hàm s֝ khӶ vi, C 
là hԄng s֝ thֽc bӸt kȢ. Khi Ľ· 

 

.                                                          (3.32) 
NhҼ vԀy, khi coi gradient nhҼ m֥t to§n tֹ, t²nh chӸt cֳa n· rӸt gi֝ng t²nh 

chӸt cֳa to§n tֹ ĽӴo hàm.  
3.5.2. TrҼ֩ng v®c tҺ 
a. ņΠnh nghǫa. Tr̯γng v®c ṱ là phӺn kh¹ng gian mà tӴi m֣i ĽiԜm M(x,y,z)  

cֳa n· c· x§c Ľ֗nh m֥t v®c tҺ : 
. 

Gi֝ng nhҼ trҼ֩ng v¹ hҼ֧ng, quan tr֙ng ֫ Ľ©y l¨ h¨m v®c tҺ .  

0 0 0
0

u(M ) u(M ) u(M )gradu(M ) , ,
x y z

µ µ µå õ= æ öµ µ µç ÷

ggggd

0M

u u ugrad u , ,
x y z
µ µ µå õ= æ öµ µ µç ÷

ggggd

grad u 0¸
ggggd d

u u(x, y,z)=

grad
ggggd d

^

d
^

d
^ u(M) 0µ

=
µ
d
^

1 2u ,u

1 2 1 2

1 2 1 2 2 1

grad (u u ) grad u grad u ,

grad (Cu) Cgrad u,

grad (u u ) u grad u u grad u ,

+ = +

=

= +

ggggd ggggd ggggd

ggggd ggggd

ggggd ggggd ggggd

grad f (u) f (u)grad u¡=
ggggd ggggd

F
d

F F(M) F(x, y,z)= =
d d d

F(M)
d
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Th¹ng thҼ֩ng, trҼ֩ng v®c tҺ gԂn v֧i kh§i ni֓m vԀt lĨ cֱ thԜ, v² dֱ: trҼ֩ng 
lֽc hӸp dӾn, trҼ֩ng vԀn t֝c cֳa nhֻng hӴt chӸt l֛ng chֵa ĽӺy trong m֥t miԚn 
không gian n¨o Ľ· v¨ chuyԜn Ľ֥ng, tַ trҼ֩ng, Ľi֓n trҼ֩ng... 

NhҼ vԀy, trҼ֩ng v®c tҺ ch²nh l¨ m֥t h¨m v®c tҺ x§c Ľ֗nh trên m֥t miԚn 
trong không gian.  

Vi֓c cho trҼ֩ng v®c tҺ  tҼҺng ĽҼҺng v֧i vi֓c cho ba h¨m v¹ hҼ֧ng 
P(x,y,z)), Q(x,y,z), R(x,y,z)  trong   ĽԜ  

. 

Chúng ta ch֕ x®t nhֻng trҼ֩ng v®c tҺ m¨ c§c h¨m P, Q, R c· c§c ĽӴo hàm 
riêng liên tֱc trong G. 

ņԜ biԜu di֑n trҼ֩ng, ngҼ֩i ta vԐ c§c v®c tҺ  tӴi c§c ĽiԜm 
tҼҺng ֵng  thu֥c trҼ֩ng (xem Hình 3.20).  

Ví dλ 3.18. i) Xét m֥t Ľi֓n t²ch q  ĽԊt tӴi g֝c t֙a Ľ֥ O. GiӶ sֹ tӴi 
ĽiԜm M(x,y,z) ta ĽԊt m֥t Ľi֓n t²ch ĽҺn v֗ . Theo Ľ֗nh luԀt Coulomb, lֽc 
ĽӼy ĽԊt lên x§c Ľ֗nh b֫i  

 

trong Ľ· , . 

 ĽҼ֯c g֙i l¨ v®c tҺ Ľi֓n trҼ֩ng, trҼ֩ng  xung quanh g֝c O g֙i l¨ Ľi֓n 
trҼ֩ng.  

 

  
Hình 3.20. ņiΜn tr̯γng (tr§i)  và dòng hͩi l̯u ε mίt vùng biΘn (phͩi) 
ii) Xét m֥t chӸt l֛ng chuyԜn Ľ֥ng trong m֥t v½ng kh¹ng gian n¨o Ľ·. VԀn 

t֝c cֳa hӴt chӸt l֛ng tӴi ĽiԜm M l¨ v®c tҺ . VԀy, trong chӸt l֛ng ta Ľã có 
m֥t trҼ֩ng vԀn t֝c . V®c tҺ  có ba thành phӺn  (xem Hình 3.20 
(phӶi) (tַ [18])).                                                                                             # 

b. ņ̯γng dòng (Ľ̯γng sοc) 
ņ̯γng dòng cֳa trҼ֩ng v®c tҺ l¨ m֣i ĽҼ֩ng cong mà tiԒp tuyԒn cֳa n· tӴi 

m֥t ĽiԜm tùy ý Ľ֟ng phҼҺng v֧i v®c tҺ cֳa trҼ֩ng ĽԊt tӴi ĽiԜm này.  

F
d

3G Ë y
F(x, y,z) P(x, y,z) i Q(x, y, z) j R(x, y,z)k

(hay F Pi Qj Rk).

= + +

= + +

d d dd
d d d d

1 nF(M ), ... , F(M )
d d

1 nM ,..., M
(q 0)>

1q 1=

1q

3 3
0

q rE r A ,
4 r r
= =
pe

dd d

12
0 8,85.10-e = 2 2 2r OM x i y j z k, r r x y z= = + + = = + +

ggggd d d dd d

E
d

E
d

V(M)
d

V
d

V
d

x y zV , V , V
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Cho trҼ֩ng v®c tҺ . ņԜ tìm phҼҺng trình cֳa ĽҼ֩ng dòng C: 
, ta thӸy v®c tҺ ch֕ phҼҺng cֳa tiԒp tuyԒn tӴi  

 là . V®c tҺ n¨y phӶi Ľ֟ng phҼҺng v֧i v®c tҺ 
. VԀy, 

.                              (3.33) 

ņ֝i v֧i trҼ֩ng Ľi֓n ֫ V² dֱ 3.18, nghi֓m cֳa (3.33) là các tia xuӸt ph§t tַ 
g֝c t֙a Ľ֥. 

Tַ trҼ֩ng c· c§c ĽҼ֩ng dòng là các "cung" n֝i hai cֽc BԂc-Nam. 
V֧i tַ trҼ֩ng hay Ľi֓n trҼ֩ng, c§c ĽҼ֩ng dòng còn g֙i là các Ľ̯γng sοc 

(thԜ hi֓n chiԚu cֳa lֽc t§c Ľ֥ng). 
c. Th¹ng l̯ιng 
Ta Ľã biԒt rԄng (bài §3.2) Ľ֝i v֧i trҼ֩ng vԀn t֝c trong chӸt l֛ng, lҼ֯ng 

chӸt l֛ng  chӶy qua mԊt S trong m֥t ĽҺn v֗ th֩i gian ĽҼ֯c t²nh b֫i  
.  

Chúng ta sԐ m֫ r֥ng kh§i ni֓m th¹ng lҼ֯ng sang trҼ֩ng v®c tҺ.   
Cho trҼ֩ng v®c tҺ  trong miԚn G. GiӶ sֹ S là mԊt cong 

Ľ֗nh hҼ֧ng tַng mӶnh trong G và  l¨ v®c tҺ ph§p tuyԒn 
ĽҺn v֗ cֳa mԊt S theo ph²a Ľã ch֙n cֳa S.  

Th¹ng l̯ιng  cֳa trҼ֩ng  theo hҼ֧ng Ľã ch֙n cֳa c§c ph§p tuyԒn x§c 
Ľ֗nh b֫i t²ch ph©n mԊt loӴi hai 

 

Tַ m֝i liên h֓ giֻa 2 loӴi t²ch ph©n mԊt, giá tr֗ này chính là 
.        

Vì thԒ, ngҼ֩i ta hay viԒt c¹ng thֵc t²nh th¹ng lҼ֯ng dҼ֧i dӴng v®c tҺ 
                                                                        (3.34) 

Ví dλ 3.19. Tích phân mԊt loӴi hai ĽҼ֯c sֹ dֱng nhiԚu khi nghiên cֵu sֽ 
truyԚn nhi֓t. GiӶ sֹ nhi֓t Ľ֥ tӴi ĽiԜm (x,y,z) trong m֥t vԀt thԜ là u(x,y,z). 
TrҼ֩ng v®c tҺ  ĽҼ֯c g֙i là dòng nhiΜt (heat flow) (có 
tài li֓u g֙i l¨ v®c tҺ th¹ng lҼ֯ng nhi֓t), trong Ľ· hԄng s֝  g֙i 
là h֓ s֝ dӾn nhi֓t Ľ֗a phҼҺng cֳa vԀt li֓u, v֧i vԀt Ľ֟ng chӸt thì K là hԄng s֝, 
ĽҼ֯c x§c Ľ֗nh bԄng thֽc nghi֓m. Ta phӶi dùng dӸu ©m ( ) vì nhi֓t Ľ֥ ĽҼ֯c 
truyԚn tַ cao xu֝ng thӸp. LҼ֯ng nhi֓t truyԚn qua mԊt S trong m֥t ĽҺn v֗ th֩i 
gian - g֙i là t֝c Ľ֥ truyԚn nhi֓t qua mԊt S - cho b֫i 

.  

F (P,Q,R)=
d

x x(t), y y(t), z z(t)= = = M =
M(x(t), y(t),z(t)) (x (t), y (t),z (t))¡ ¡ ¡

F (P(x(t), y(t),z(t)), Q(x(t), y(t),z(t)), R(x(t), y(t), z(t)))=
d

x (t) y (t) z (t) dx dy dzhay
P Q R P Q R
¡ ¡ ¡
= = = =

F

S

Pdydz Qdzdx RdxdyF = + +ññ

F Pi Qj Rk= + +
d d d d

n (cos , cos , cos )= a b g
d

F F
d

S

Pdydz Qdzdx RdxdyF = + +ññ

S S

(Pcos Q cos Rcos )dS F n dSa + b + g =ññ ññ
d dY

S

F n dSF = ññ
d dY

F K grad u (P,Q,R)= - =
ggggdd

K K(x,y,z) 0= ²

-

S S

Pdydz Qdzdx R dxdy (Pcos Q cos R cos )dS+ + = a+ b + gññ ññ
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ņ©y ch²nh l¨ th¹ng lҼ֯ng cֳa dòng nhi֓t qua mԊt S.  
d. Divergence (Ľί ph©n kȢ) 
Cho trҼ֩ng v®c tҺ  trong miԚn G, v¨ nhҼ thҼ֩ng l֓, giӶ 

sֹ c§c ĽӴo hàm riêng cֳa c§c hàm P, Q, R t֟n tӴi và liên tֱc. Divergence cֳa , 
ký hi֓u là  , là hàm ba biԒn x§c Ľ֗nh b֫i  

                                (3.35)                      

M֥t c§ch ngԂn g֙n, divergence tӴi ĽiԜm M là Ľί ph©n kȢ (Ľ֥ ph§t t§n) 
trung bình tӴi m֥t thԜ t²ch Ľֳ nh֛ bao quanh ĽiԜm này.  

Chúng ta cȈng c· thԜ viԒt lӴi c¹ng thֵc Ostrogradski-Gauss dҼ֧i dӴng v®c 
tҺ nhҼ sau: 

               (3.37) 

trong Ľ· S l¨ bi°n cֳa miԚn V, hҼ֧ng ra ngoài.  
Chính vì thԒ,  còn ĽҼ֯c g֙i là mͻt Ľί th¹ng l̯ιng (mԀt Ľ֥ ph§t t§n) 

cֳa trҼ֩ng. 
* M n¨o Ľ· m¨  thì   trong lân cԀn ĽiԜm này. Theo 

công thֵc (3.37), th¹ng lҼ֯ng qua mԊt S ra ph²a ngo¨i dҼҺng. Ta g֙i ĽiԜm M 
nhҼ thԒ là ĽiΘm nguΩn. 

NgҼ֯c lӴi, nԒu , thì ĽiԜm M g֙i là ĽiΘm rò (ĽiԜm h¼t).  

Tính chͫt. Cho  là nhֻng trҼ֩ng v®c tҺ,  l¨ v®c tҺ hԄng s֝, u là 
trҼ֩ng v¹ hҼ֧ng, k là hԄng s֝. Khi Ľ· ta c· 

 

                                                  (3.38) 
e. L̯u sΧ  và rotation (xoáy)  
Ta Ľã biԒt rԄng c¹ng T cֳa trҼ֩ng lֽc  d֙c theo ĽҼ֩ng 

cong C ĽҼ֯c t²nh b֫i 
 

trong Ľ·  là véc tҺ tiԒp tuyԒn ĽҺn v֗ cֳa ĽҼ֩ng C theo 
hҼ֧ng Ľã xác Ľ֗nh tr°n Ľ·. T֡ng qu§t h·a kԒt quӶ tr°n ta Ľi ĽԒn Ľ֗nh nghǫa: 

ņΠnh nghǫa. L̯u sΧ (hay ho¨n lҼu) cֳa trҼ֩ng v®c tҺ  
d֙c theo ĽҼ֩ng cong Ľ֗nh hҼ֧ng C ĽԊt trong trҼ֩ng là  

.                                      (3.39) 

F Pi Qj Rk= + +
d d d d

F
d

divF
d

P(M) Q(M) R(M)div F(M) .
x y z

µ µ µ
= + +
µ µ µ

d

S V V

F n dS divFdxdydz divFdV
å õ

F = = =æ ö
æ ö
ç ÷

ññ ñññ ñññ
d d ddYµ

divF
d

divF(M) 0>
d

divF 0>
d

divF(M) 0<
d

1 2F, F , F
d d d

C
d

1 2 1 2div(F F ) div F div F ;

div(kF) k div F;

div(u C) C grad u;

+ = +

=

=

d d d d

d d
ggggdd d
Y

div(uF) F grad u u div F.= +
ggggdd d d
Y

F P i Q j R k= + +
d d dd

C S

T P dx Qdy R dz (Pcos Qcos R cos )dS¡ ¡ ¡= + + = a + b + gñ ñ
(cos , cos , cos )¡ ¡ ¡t = a b g

d

F P i Q j R k= + +
d d dd

C S

L Pdx Qdy R dz F ds= + + = tñ ñ
d dY
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ņԜ d֑ nh֧, ngҼ֩i ta còn viԒt v®c tҺ n¨y dҼ֧i dӴng 

.                                         (3.41) 

v֧i           .  

(Ký hi֓u " " ĽԜ ch֕ t²ch c· hҼ֧ng cֳa hai v®c tҺ). 
(NhiԚu tài li֓u kĨ hi֓u v®c tҺ xo§y l¨ curl F).  
Tַ Ľ·, ch¼ng ta c· thԜ viԒt lӴi c¹ng thֵc Stokes dҼ֧i dӴng v®c tҺ: 

.                                                        (3.42) 

VԒ phӶi thԜ hiΜn hiΜu οng quay cֳa trҼ֩ng quanh trֱc Ľ֗nh hҼ֧ng theo v®c 
tҺ . Theo (3.43), hi֓u ֵng này l֧n nhӸt khi ch֙n hҼ֧ng .  

NԒu , thì lҼu s֝ cֳa trҼ֩ng d֙c theo ĽҼ֩ng cong k²n kh§ b® 
bao quanh  bԄng kh¹ng. Ta n·i  l¨ ĽiԜm bình thҼ֩ng. 

NԒu  thì lҼu s֝ cֳa trҼ֩ng d֙c theo m֥t ĽҼ֩ng tròn khá bé 
bao quanh  n·i chung kh§c kh¹ng, Ta n·i ĽiԜm  l¨ ĽiԜm xo§y. 

V®c tҺ  g֙i l¨ v®c tҺ xo§y cֳa trҼ֩ng. 

Tính chͫt. Cho  là nhֻng trҼ֩ng v®c tҺ,  l¨ v®c tҺ hԄng s֝, u là 
trҼ֩ng v¹ hҼ֧ng, k là hԄng s֝. Khi Ľ· ta c· 

 

                                                (3.44) 
 (3.45) 

3.5.3. Toán tσ vi ph©n 
Cho  l¨ trҼ֩ng v¹ hҼ֧ng,  l¨ trҼ֩ng v®c 

tҺ. X®t c§c to§n tֹ sau: 

i j k

rot (F) grad F
x y z
P Q R

µ µ µ
= = Ø
µ µ µ

d d d

ggd ggggd dd

grad , ,
x y z

å õµ µ µ
= æ öµ µ µç ÷

ggggd

Ø

C S

F ds rot F n dSt =ñ ññ
ggdd d ddY Y´

0nd 0 0n rot F(M )=
ggd dd

0rot F(M ) 0=
ggd d

0M 0M

0rot F(M ) 0¸
ggd d

0M 0M

rot F
ggd d

1 2F, F , F
d d d

C
d

2 21 1rot (F F ) rot F rot F

rot (kF) krot F

rot (u C) grad u C

+ = +

=

= Ø

ggd d ggd ggd dd d
ggd ggdd d
ggd ggggdd d

rot (u F) urot F grad u F.= + Ø
ggd ggd ggggdd d d

u u(x, y,z)= F P i Q j R k= + +
d d d d
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Các toán tֹ trên g֙i là các toán tσ vi ph©n. Chúng là các toán tֹ tuyԒn t²nh. 
Ngo¨i ra, ngҼ֩i ta còn ĽҼa v¨o c§c to§n tֹ vi ph©n sau Ľ©y. 
a. Toán tσ Laplace là toán tֹ  

  

.       (3.46) 

b. Toán tσ del  (còn g֙i là toán tֹ nabla hay to§n tֹ Haminton), ĽҼ֯c kĨ 
hi֓u b֫i v®c tҺ tҼ֯ng trҼng 

,                                                             (3.47) 

t§c Ľ֥ng nhҼ sau: 

 

                                                (3.48) 

MԊc dӺu  là nhֻng trҼ֩ng rӸt th¹ng dֱng, song trong lĨ 
thuyԒt trҼ֩ng ngҼ֩i ta hay thay ch¼ng lӺn lҼ֯t b֫i 

. 

Vì toán tֹ  là toán tֹ tuyԒn t²nh n°n c§c ph®p nh©n v¹ hҼ֧ng, c· hҼ֧ng 
֫ Ľ©y c· m֥t s֝ t²nh chӸt cֳa ph®p nh©n v¹ hҼ֧ng, c· hҼ֧ng th¹ng thҼ֩ng cֳa 
các véc tҺ, ch֕ cӺn coi to§n tֹ nabla  nhҼ m֥t v®c tҺ tҼ֯ng trҼng. Tuy nhi°n 
cȈng c· m֥t ch¼t kh§c bi֓t, chԆng hӴn 

; 

u u ugrad: u grad u i j k,
x y z

P Q Rdiv : F div F ,
x y z

i j k

rot : F rot (F) .
x y z

P Q R

µ µ µ
= + +
µ µ µ
µ µ µ
= + +
µ µ µ

µ µ µ
=
µ µ µ

ggggd ggggd d d d
S

d d
S

d d d

ggd ggdd d
S

2 2 2

2 2 2 :
x y z
µ µ µ

D = + +
µ µ µ

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
u u u: u u u

x y z x y z

å õµ µ µ µ µ µ
D D = + + = + +æ öæ öµ µ µ µ µ µç ÷

S

i j k
x y z
µ µ µ

Ð = + +
µ µ µ

gd d d d

u u uu i j k grad u,
x y z
P Q RF div F,
x y z

µ µ µÐ = + + =
µ µ µ
µ µ µ

Ð = + + =
µ µ µ

ggggdd d dd

d d d
Y

i j k

F rot F.
x y z

P Q R

µ µ µ
ÐØ = =

µ µ µ

d d d

ggdd d d

grad u, divF, rot F
ggggd d d

u, F, FÐ Ð ÐØ
gd gd d gd d

Y

Ð
gd

Ð
gd

P Q RF div F
x y z
µ µ µ

Ð = = + +
µ µ µ

gd d d
Y



 109

  (là toán tֹ vi ph©n v¹ hҼ֧ng). 

HΜ quͩ  
. 

c.Tr̯γng dòng (hay trҼ֩ng ֝ng). NԒu tӴi m֙i ĽiԜm  ĽԚu xӶy ra 
 thì trҼ֩ng ĽҼ֯c g֙i là tr̯γng dòng (hay trҼ֩ng ֝ng). 

NhҼ vԀy, trҼ֩ng dòng là trҼ֩ng kh¹ng c· ĽiԜm ngu֟n, cȈng kh¹ng c· ĽiԜm 
rò, thông lҼ֯ng qua mԊt k²n bӸt kȢ ĽԚu bԄng kh¹ng. 

d.Tr̯γng thΔ. NԒu tӴi m֙i ĽiԜm  ĽԚu xӶy ra   thì 
trҼ֩ng ĽҼ֯c g֙i là tr̯γng thΔ.  

NhҼ vԀy, trҼ֩ng thԒ l¨ trҼ֩ng kh¹ng c· ĽiԜm xo§y.  
GiӶ sֹ ;  l¨ trҼ֩ng thԒ khi và ch֕ khi  

. 

NhҼ vԀy, nԒu U là miԚn m֫, ĽҺn li°n bӸt kȢ trong G thì theo ņ֗nh lĨ 3.3, 
m֥t loӴt kԒt luԀn ta c· thԜ suy ra tַ ĽiԚu này:  

¶  l¨ trҼ֩ng thԒ khi và ch֕ khi t֟n tӴi h¨m u(x,y,z) trong U ĽԜ 
. u(x,y,z) ĽҼ֯c g֙i là hàm 

thԒ v֗ cֳa trҼ֩ng. 

¶  l¨ trҼ֩ng thԒ khi và ch֕ khi lҼu s֝ trên m֥t ĽҼ֩ng cong  bӸt 
kȢ cֳa trҼ֩ng (liên tֱc, kh¹ng tֽ cԂt, trҺn tַng kh¼c trong U) ch֕ 
phֱ thu֥c v¨o ĽiԜm ĽӺu v¨ ĽiԜm cu֝i cֳa trҼ֩ng, kh¹ng phֱ thu֥c 
v¨o ĽҼ֩ng n֝i 2 ĽiԜm n¨y trong U. LҼu s֝ Ľ· bԄng hi֓u giֻa thԒ 
cֳa trҼ֩ng tӴi ĽiԜm cu֝i v֧i thԒ cֳa trҼ֩ng tӴi ĽiԜm ĽӺu: 

.  

e. Tr̯γng ĽiΖu hòa 
TrҼ֩ng vַa l¨ trҼ֩ng dòng, vַa l¨ trҼ֩ng thԒ g֙i là tr̯γng ĽiΖu hòa. 
TrҼ֩ng  l¨ trҼ֩ng ĽiԚu hoà thì trong m֥t miԚn m֫, ĽҺn li°n U bӸt kȢ 

trong G, t֟n tӴi hàm u(x,y,z) trong U - g֙i là hàm thԒ v֗ cֳa trҼ֩ng - ĽԜ: 

                           (3.49) 

Ví dλ 3.22. X®t Ľi֓n trҼ֩ng ֫ V² dֱ 3.18:  v֧i . 

... L¨ trҼ֩ng ĽiԚu hoà.  
Tóm tԂt chҼҺng III. Tֽ Ľ֙c 
 
 

F P. Q. R.
x y z
µ µ µ

Ð = + +
µ µ µ

gdd
Y

Ð ØÐ = D
gd gd

M GÍ
divF(M) 0=
d

M GÍ rot F(M) 0=
ggd d

F (P,Q,R)=
d

F
d

Q P R Q P R, ,
x y y z z x
µ µ µ µ µ µ
= = =

µ µ µ µ µ µ

F
d

F grad u ( du Pdx Qdy R dz)= Ú = + +
ggggdd

F
d ®AB

®AB

Pdx Qdy R dz u(B) u(A)+ + = -ñ

F
d

2 2 2

2 2 2

F grad u ( du Pdx Qdy R dz)

u u uu 0
x x x

ë = Ú = + +
î
ì µ µ µ
D = + + =î

µ µ µí

ggggdd

3
A rE
r

=
dd

r x i y j z k= + +
d d dd
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TÓM TԁT CHһҹNG 3 

TP 
ĽҼ֩ng 

loӴi 
m֥t 

Cách 
tính 

¶ ®AB: x x(t),=  y y(t), z z(t), a t b= = ¢ ¢ , 

   
®

b
2 2 2

aAB

f ds f (x(t), y(t), z(t)) x (t) y (t) z (t) dt¡ ¡ ¡= + +ñ ñ  

¶  ®AB : y f (x), a x b= ¢ ¢ , 

         
®

b
2

aAB

f ds f (x, y(x)) 1 y (x)dx¡= +ñ ñ  

ִng  
dֱng 

¶ ņ֥ dài:      
             

®AB

s ds= ñ  
¶ Kh֝i lҼ֯ng:      
      

®AB

m (x,y,z)ds= rñ  

¶ Di֓n t²ch rèm:    
C

f (x, y)dsñ  

TP 
ĽҼ֩ng 

loӴi 
hai 

Cách 
tính 

¶   L: x x(t), y y(t), a t b= = ¢ ¢ , 
 

[ ]
b

L a

Pdx Qdy P(x(t), y(t)) x (t) Q(x(t), y(t))y (t) dt¡ ¡+ = +ñ ñ  

¶ L: y y(x), a x b= ¢ ¢ , 

      [ ]
b

L a

P dx Qdy P(x, y(x)) Q(x, y(x))y (x) dx¡+ = +ñ ñ  

Công  
thֵc 

Green L D

Q PPdx Qdy dxdy
x y
µ µå õ+ = -æ öµ µç ÷

ñ ññ´  

ņ֥c  
lԀp 
v֧i 

ĽҼ֩ng 
lӸy  
TP 

D m֫, ĽҺn li°n, Q(x, y) P(x, y)
x y

µ µ
=

µ µ
 (x, y) D" Í  thì: 

¶ 
®AB

P dx Qdy+ñ  không phֱ thu֥c v¨o ĽҼ֩ng n֝i A v֧i 

B, 
¶ $  hàm thԒ u(x,y), du P dx Qdy= + :  

0 0

yx

0
x y

u(x, y) P(x, y )dx Q(x, y)dy C= + +ñ ñ  

TP 
mԊt  
loӴi 
m֥t 

Cách 
tính 

2 2
x y

S D

f (x, y,z)dS f (x, y, z(x, y)) 1 z z dxdy¡ ¡= + +ññ ññ  

ִng 
dֱng 

¶   Di֓n t²ch mԊt cong:  
    

S

dt(S) dS= ññ  
¶ Kh֝i lҼ֯ng mԊt cong:  
   

S

m (x, y,z)dS= rññ  

¶ Tr֙ng t©m:  G G GG(x , y , z ) , 

              G
S

1x x (x, y,z)dS
m
= rññ … 
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TP 
 mԊt 
loӴi  
hai 

Cách 
tính 

¶ x y
S D

P dydz Q dzdx R dxdy ( z .P z .Q R) dxdy¡ ¡+ + = ° - - +ññ ññ
  

¶   
S D

R dxdy R(x, y, z(x, y))dxdy= °ññ ññ  

Công 
thֵc 

Stokes 

   
L

Pdx Qdy Rdz+ +ñ́  
S

Q P dxdy
x y
µ µå õ= -æ öµ µç ÷

ññ  

            R Q P Rdydz dzdx.
y z z x
µ µ µ µå õ å õ+ - + -æ öæ öµ µ µ µç ÷ç ÷

 

Công 
thֵc 
O -G S V

P Q RPdydz Qdzdx Rdxdy dxdydz
x y z
µ µ µå õ+ + = + +æ öµ µ µç ÷

ññ ñññµ  

TrҼ֩ng 

Grad. 
u u ugrad u , ,
x y z

å õµ µ µ
= æ öµ µ µç ÷

ggggd
 

Thông 
lҼ֯ng S

Pdydz Qdzdx RdxdyF = + +ññ  

Div. 
P(M) Q(M) R(M)div F(M) .

x y z
µ µ µ
= + +
µ µ µ

d
 

Xoáy 

i j k

rot (F)
x y z

P Q R

µ µ µ
=
µ µ µ

d d d

ggd d
 

 
 
* KiԜm tra 1 tiԒt 3 chҼҺng ĽӺu.  


